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В связи с бильярдной игрой... возникают раз­
личные динамические задачи, решение которых 

содержится в этом произведении. Я думаю, что 
люди, знающие теоретическую механику, вроде 

учеников Политехнической школы, с интересом 
познакомятся с объяснениями всех оригинальных 
явлений, которые можно наблюдать во время 
движения бильярдных шаров. 

Г. Кориолис. Математическая теория явлений 
бильярдной иrры 

ПРЕДИСЛОВИЕ 

Книга посвящена математическим аспектам теории динами­
ческих систем биллиардного типа. Начиная с работ Дж. Биркrофа, 
биллиарды являются популярной темой исследования, где ес­
тественным образом переплетаются различные сюжеты из эргоди­
ческой теории, теории Морса, КАМ-теории и т. д. С другой сторо­
ны, биллиардные системы замечательны еще и тем, что естествен~ 
но возникают в ряде важных задач механики и физики (вибро­
ударные системы, дифракция коротких во.ТJн и др.). 

Как указывает подзаголовок этой книги, основным методом из­
ложения избран генетический подход. Авторы стремятся объяс­
нить генезис основных идей и понятий теории динамических систем 
с ударными взаимодействиями, а также продемонстрировать их 
естественность и эффективность. Ключевым моментом являются 
найденные недавно теоремы о предельном переходе, обосновываю­
щие различные математические модели теории удара. Их суть 
заключается в следующем. Односторонняя связь, наложенная на 
систему, заменяется полем упругих и диссипативных сил. Затем 
коэффициенты упругости и вязкости некоторым согласованным 
способом устремляются к бесконечности. Доказывается, что дви­
жение такой «свободной» системы с фиксированными начальными 
данными стремится на каждом конечном промежутке времени к 

движению с ударами. При отсутствии диссипации энергии полу­
чаем упругий удар, а при надлежащем выборе диссипативной 
функции Рэлея (задающей структуру сил трения) можно полу­
чить в пределе модель Ньютона и более общий удар с вязким тре­
нием. Идея реализации связей с помощью предельного перехода 
в полных уравнениях динамики восходит к работам Клейна, Пранд­
тля, Каратеодори и Куранта. Эти результаты позволяют, в част­
ности, решить ряд новых задач об -устойчивости периодических 
движений с ударами, а также исследовать эволюцию биллиардных 
систем при неупругих столкновениях, когда имеется слабая дисси · 
пация энергии. 

Особое место в книге занимают вопросы существования и ус­
тойчивости периодических траекторий упругих биллиардов. Дано 
вариационное доказательство известной теоремы Биркгофа об 

4 



оценке числа различных периодических траекторий выпуклого 
биллиарда. Обсуждаются интересные вопросы, восходящие к Пу­
анкаре, о связи устойчивости периодической траектории со свой­
ствами соответствующей критической точки функционала действия. 
Оказывается, например, что индекс Морса невырожденной четно­
звенной периодической траектории эллиптического типа всегда 
нечетный. Результаты такого сорта получаются из одной общей 
формулы, связывающей характеристи.ческие показатели периоди­
ческого решения с определителем Гессе функции периметра в со­
ответствующей критической точке. 

Значительное внимание уделено интегрируемым биллиардам. 
К:роме известных интегрируемых задач (эллиптический биллиард, 
биллиарды в аффинных камерах Вейля) указаны новые: гармони­
ческий осциллятор внутри эллипса, некоторые биллиарды на по­
верхностях постоянной кривизны и ряд других. Обсуждается 
проблема интегрируемости систем биллиардного типа. Дан крат­
кий обзор работ по биллиардам с эргодическим поведением. 

При написании последней главы неоценимую помощь нам ока~ 
зали беседы с С. В. Болотиным. Мы дружески его благодарим. 



ВВЕДЕНИЕ. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ УДАРА 

1. Удар кратковременное взаимодействие те.11. Считается. 
что удар происходит практически мгновенно, положения соуда­

ряющихся тел в момент удара не изменяются, а их скорости полу­

чают конечные приращения. Таким образом, центральным пунк­
том теории удара является нахождение зависимости между скорос­

тями до и после удара. Закон преобразования скоростей при удар­
ном взаимодействии может быть представлен в чисто геометричес­
ком виде, и поэтому в наиболее простых случаях (например, при 
движении по инерции) при описании движения систем с ударами 
можно обойтись вполне элементарными средствами. Это обстоя­
тельство привело к тому, что законы удара были установлены до 
открытия основных принципов динамики. 

Первое детальное исследование явления удара было предпри­
нято в 1668 r. по предложению Лондонского королевского общества. 
Три выдающихся механика и математика Валлис, Рен и Гюйгенс 
представили свои работы, в которых они независимо друг от друга 
изложили законы движения соударяющихся тел. Они рассмотрели 
простейший случай, когда сталкиваются два тела с массами т, и 
т2, двигавшиеся по инерции по одной прямой со скоростями v1 и 
v2. В мемуаре Валлиса обсуждается абсолютно неупругий удар. 
после которого тела т1 и т2 слипаются, образуя затем одно це­
лое. Рен и Гюйгенс, наоборот, рассматривали противоположный 
случай абсо.пютно упругого удара. Валлис и Рен для расчетов 
движения тел после удара постулировали сохранность полного 

импу.льса системы 

m1v1 + m2v2. 

В своем мемуаре Рен упоминает о проведенной им эксперименталь­
ной проверке законов соударения. На эти опыты ссылался Ньютон 
в своих знаменитых «Математических началах натуральной фило­
софии», опубликованных в 1687 г. 

1\1емуар Гюйгенса, несправедливо оставленный Лондонски'1 
коро~1евским обществом неопубликованным, прQизводит по срав­
нению с сочинениями Рена и Вал~11иса более сильное впечатление. 
Гюйгенс исходит из принципа относителЬ>ности Галилея, используя 
его д.iIЯ фактического вывода закона сохранения суммарного ии­
пуJ1ьса. Тем самым Гюйгенс предвосхитил идеи Софуса Ли и Эм~ 
мы Нётер о связи законов сохранения с симметряями пространст· 
ва-времени. 

2. N\ы воспроизведем идею доказательства теоремы Гюйгенса 
о сохранности суммарногg импульса для абсолютно неупругого 
удара (сам Гюйгенс рассматривал упругие соударения). В это"' 
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c,1yt:~t пос.1е У~1ара «с.1ипшееся» тело суммарной массы т1 +m2 
:1ВИ~'t тся С(!) с1"оростью 

V 
m1V1 + m.2U2 

с:а • (l) 
mt+m:a 

Друrи;111 с~1овами, центр масс точек т 1 и т 2 до и после удара дви~ 
жетс ~ с одной и той же скоростью. 

Свачала напомним определение инерциальной систе.иы отсч..ети. 
и формулировку принципа относительности. Под системой отсчета 
S можно понимать платформу. снабженную линейкой и часами. С 
ее nомощью можно определять положение тел m1 и m2 н течение 

вре~,,jени. Эта п,1атформа сама может перемещаться по прямой, на 
которой постоянно расположены соударяющиеся тела т 1 и т2. 
Привuип относительности постулирует существование инерциаль~ 
ных СУ1стем отсчета, в которых все законы механики (в том числе и 
законы удара) имеют одинаковый вид. В частности, любое тело, 
не взьимодействующее с другими телами, движется относительно 
л:юбой инерциальной системы отсчета равномерно и прямолинейно 
(закон инерции Галилея - Ньютона). Приведенная выше форму­
.пировка принципа относительности является очень общей: она 
спроьедлива и в релятивистской механике. Специфика ньютонов~ 
ской механики проявляется в определении связи между различны­

ми У-И-Jерциальны:ми системами отсчета. 

Лусть S - одна из инерциальных систем. Предположим, что 
в этой системе отсчета тело m1 в мо:wент времени t 1 имеет 
координату х1 . Относительно новой системы S' то же тело m1 

1 1 

имеет координату х1 в (уже другой) момент времени t1• Это 
высназыванке следует понимать так: ног да в системе S тело 
1п 1 заnимает положение, отвечающее координате х 1 • и часы по-

называют время t1 , в системе S' т~ло имеет координату х; и 
часы системы S' пона3ывают время t~. Пространственно-ареwен4 

.ные координаты дpyroro тела m2 в системах отсчета 8 и S' 
обозначим соответственно х2 , t2 и х;, t;. По епределению сие· 
те :ма S' будет инерциальной, если выпол иены следующие ус­
ловия: 

1) координаты х, t связаны с координатами х', t' .пинейны 4 

.w и соотношениями; 
, ' 

2) lt1 - t2! =- lt1 - t2\; 
3) если t 1 = t, (или J что то же самое, t~ =- t;), то lx1 - х,\ = 

1 , 

:а !.;ч - Х2/· 
Нетрудно по:1учить явные формулы преобразования координат 

н времени при переходе от системы S к системе S'. Действитель­
но. с:оrласно 1) имеем формулы: 

x=kx'+vt' а, t=ilx'+nt'+b, 

rде k. v, а, l, п, Ь - некоторые постоянные. Так как 

(2) 



то 

(3) 

1 ' 

Положим в этой формуле t1 = t2. Тогда, согласно свойству 2),; 
t 1 = t2 • Следовательно, ll (х~ -x;)I =О. Так как тела m1 и т, мо-, 
ry1' занимать различные положения, то в общем случае х1 
::р х; и поэтому l =О. Из свойства 2) и формулы (3) заключаем" 
что n= ± 1. Используя формулы 

х1 = kx~ + vt~ + а, х2 = kx~ + vt~ +а 
и полагая t~ = t;, приходим к соотношению 

jx1 - x2I = lk (х~ - x~)I. 

Согласно 3) k= + 1. Итак, формулы (2) имеют следующий явный 
вид: 

x=+x'+,vt'+a, t=,+t~+b. .< 4)' 

Нетрудно понять, что ! v 1 имеет смысл величины скорости движе­
ния системь1 S' относительно сисtемы S. В частности, если система 
S' движется относительно инерциальной системы S равномерно и 
прямолинейно, то она также является инерциальной. Формулы (4) 
носят название преобразований Галилея. В релятивистской меха­
нике они заменяются преобразованиями Лоренца - Пуанкаре. 

Обратимся теперь к выводу формулы ( 1). Р аесуждения Гюй­
. гене а включают анализ нескольких случаев. 

а) Рассмотрим сначала простейшую ситуацию, когда сталкива­
ются два о;..синаковых тела с мас!СОЙ т, двигающиеся навстреч~у 
друг другу со скоростями v и -v. В силу предположения о неуп­
ругом характере удара, тела «слипаются», образуя одно тело мас­
сой 2т. По соображениям симметрйи это тело после удара будет 
очевидно, покоиться. 

б) Рассмотрим теперь более сложный случай, когда сталкива" 
ются два тела с одинаковой массой т, имеющие до момента уда· 
ра произвольные скорости v1 и v2• Перейдем к новой инерциаль­
ной системе отсчета S', которая движется относительно исходной 
системы S с постоянной скоростью v=(v1 +р2)/2. В системе S' бу­
дем иметь случай а): тела одинаковой массы сближаются с рав­
ными по величине скоростями (v1-v2)/2 и .(v2-vi)/2. Согласно 
принципу относительности и заключения п. а) после удара тело 
массой 2т покоится в системе S'. Следовательно, относительно 
исходной системы S оно движется со скоростью (v1 +/v2)/2. Этот 
результат устанавливает формулу ( 1) в ча~ном случае, когда 
m1=m2. 
8 



в) Пусть имеются теперь три одина!<ов~х тела, масса каждог0r 
вз них равна т (рис. 1). В начальныи момент все они покоятся,.. 
riрич;ем тела 1 и 2 соприкасаются. ПредJположим, что (например, в 
результате взрыва) тела 1 и 2 разлетаются в разные стороныr 
Ввиду симметрии их скорости равны по величине. Первое тело бу­
дет. затем беспрепятс1венно двигаться влево с некоторой скоро­
стью· -и, а второе будет двигаться вправо со скоростью v, и через: 
вр.емя Лt=·sfv (s - расстояние между телами 2 и 3) тело 2 столк­
нется с телом 3. Считая удар абсолютно неупругим, получим, что,_ 
.(согласно результату п. б)) тело «2+3» массой 2т будет после­
удара двигаться вправо со скор·остью и/2. Если расстояние s очень. 
мало, то столкновение и слипание тел 2 и 3 произойдет практи­
чески ·мгновенно. Поэтому можно считать, что с самого начала 
тела 2 и 3 образовывали одно целое, и мы приходим к следующему 

" выводу: если в начальныи момент 

два тела массами·т и 2т соприкаса-
~г:-1, ~2 ,_,. г;--~· 

лись и затем начали разлетаться в --i__:_J ~ L_::__J 
разные стороны, то скорость тела 

массой 2т будет в два раза мень~ 
ше скорости тела массой т. Рис. 1 

г) Рассмотрим теперь случай, 
когда два тела массами т и 2т движутся навстречу друг друrу со 
скоростями v и -v/2 соответственно. Утверждается, что после 
~бсолютно неупругого удара слюпшееся тело массой Зт будет· по.: 
коиться (что как раз соответствует формуле ( 1)). Этот результат 
вытекает из результата п. в). Действительно, мы можем во9бра­
зить новую систему отсчета S', в которой часы идут в «другую сто­
рону». Относительно системы S' все тела будут двигаться в про-
тивоположном направлении с той же по абсолютной величине ско­
ростыо. Так как система S' инерциальная, то нам остается вос­
пользоваться принципом относительности и результатом п. в). 

д) Теперь обратимся к случаю, когда тела массами т и 2т 
движутся с произвольными скоростями v1 и v2• Как и в рассужде­
нии п. б), перейдем к новой системе от·счета S', которая движет­
ся относительно S со скоростью {v1 +2v2)/3. Именно с этой скоро­
стью движется их общий центр масс. В системе S' центр масс тел 
т и 2т покоится, тело т подлетает к нему со скоростью 

' U1 + 2v2 2 ( ) 
V1 = 3 - V1 == - а Vr - V2 • 

а второе тело 2т - со скоростью 

' V1 + 2U2 1 ( 
V2 = -V2==- V1 -V2)· 

з э 

Видим, что относительные скорости v; и v;. отличаются знака­
ми и lva = \20;1. Следовательно, согласно п. r) после столкно­

~ 



вения тело массой Зт будет покоиться в системе S'. а относи· 
тельно исходной системы S ово будет двигаться со скоростью 

mv1 + 2rnt12 v1 + 2v2 
V= = . 

Зт 3 

Таким образом, формула ( 1) установлена в случае, когда m2= 
=2m1• 

Используя метод индукции и рассуждая точно так же, можем 
·обосновать формулу ( 1) для случая рационального отношения 
масс т 1 и т2 • Ее обоснование для иррациональных отношений 
т 1/т2 носит уже формальный характер и связано со строгим вве­
дением вещественных чисел. 

С математической точки зрения рассуждения Гюйгенса, быть 
может, нельзя признать вполне строгими. Но мы и не стремились 
к этому. У нас была иная цель: показать, что идеи Гюйгенса с не­
обходимостью приводят к закону сохранения импульса и указыва­
ют на глубокую связь этого закона с симметриями пространства­
времени. Подчеркнем, что мы исходили лишь из принципа относи­
·тельности Галилея и не использовали основные принципы динами­
ки Ньютона (например, закон равенства действия и противодейст­
вия). Более того, попутно мы пришли к целесообразности введе­
ния важнейшей динамической величины - массы тела как меры 
"Количества вещества - и установили ее аддитивный характер. 

3. При неупругих столкновениях кинетическая энергия системы 
те.1J, конечно, не сохраняется. Поэтому естественно ввести разность 

nоторую обычно называют «потерянной» кинетической энергией. 
Ее свойства впервые были изучены Лазаром Карно. 

Пе ·рва я теорем а К ар но. Потерянная кинетическая 
энергия равна энергии движения точки массой 

1 
р.= • 

l/m1 + l/m2 

скорость которой равна разности скоростей точек до удара: 

лт = µ(V1 - V1)2 • 
2 

(5) 

Масса µ часто встречается в динамике: она называется приве­
,денной массой системы точек т 1 и т2 . Введем «потерянные» ско­
рости и1=V-V1, и2=V-V2. 

Втор а я теорем а К: ар но. Потерянная кинетическая 
энергия равна кинетической энергии потерянных скоростей: 

лr" (6) 



Соотношения (5) и (6) представляют собой любопытные тож· 
дества, связанные с преобразованиями квадратичных форм. Они 
проверяются прямым вычислением. 

Вторая теорема Карно имеет прозрачную геометрическую ин­
терпретацию. Введем линейное пространство V скоростей на пдос­
кости и снабдим его скалярным произведением 

<s, 11>=m1s1ч1+m2s2YJ2, 
~, 11e.:V" s= (~1, ~2), 11= (YJ1, ·t12). 

Рассмотрим три векотора 

v=(V1, V2), U=(U1, U2), W=(v, v). 

Ясно, что v=w-u. Векторы u и w ортогональны, поскольку 

<u~ w>=(m1u1+m2u2)v= {(т1 +m2)v-m1v1-m2v2]v=O 

ввиду равенства ( 1). Легко сообразить, что тождество (6) можно 
переписать в виде ра.венства 

<v, v>=<u, u>+.<w, w>" 

что представляет собой теорему Пифагора в евклидовом прост­
ранстве ( V, <, >). 

Таким образом, Карно фактически оперировал с абстрактным 
понятием евклидова пространства) общая теория которых была 
создана лишь в XIX в. 

4. Рассмотрим теперь противоположный случай абсолютно 
упругого удара. По определению здесь кроме суммарного импуль· 
.са сохраняется еще кинетическая энергия: 

2 + 2 ( , )2 ( , )2 m1v1 m1v2 = т1 v1 + m2 о2 • 

где v; и v;-скорости точек m1 и m2 после удара. Из этого со­
<>тношения. а также из закона сохранения импульса леrко вы­

водится, что 

(7) 

-r. е относительные скорости тел до и после удара равны по вели­
чине и противоположны по на,правлению. 

С1\орости точек до и после удара связаны линейными соотно­
шениями 

с определителем, равным -1. В частном случае, когда m 1=m2, 
эти форму"1ы приобретают особенно простой вид: 
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Следовательно, в момент абсолютно упругого удара происходит 
«обмен» скоростями. Этот эффект впервые описан йоханнесом 
Марци, профессором медицины Пражского университета, в 1639 r •. 

5. На практике, однако, чаще встречаются случаи, когда .в мо­
мент удара тела не слипаются, однако их суммарная энерг1tя не 

сохраняется. В этой ситуации обычно принимают гипотезу Ньюто· 
на, заменяя соотношение (7) следующим соотношением: 

e(v1 и2)= (v;-v;). (8) 

Здесь е - некоторый безразмерный коэффициент, заключенный в. 
промежутке от О до 1 и определяемый обычно из эксперимента. 
Так, например, Ньютон нашел, что при соударении стекла о стек­
.по е= 15/16, при соударении мячиков, набитых шерстью, е=5/9, 
при соударении же.Тiеза о же.пезо е тоже приблизительно равно 
5/9. Число е называется коэффициентом восстановления. При е =0 
будем иметь абсолютно неупругий удар, а при е= 1 удар будет аб­
солютно упругим. 

Пусть и 1 и и2 снова обозначают потерянные скорости. Справед­
лива 

Обобщенная теорема Карно: 

лr ::::;а f - е ( m1U~ + m2U~ ). 
1 + е 2 2 

(9), 

При е=О получаем вторую теорему Карно, а при е= 1 потери 
энергии вообще не происходит. 

Гипотеза Ньютона о коэффициенте восстанов.1ения оказалась 
весьма плодотворной и бы.1а подтвержде­
н а :мноrочис~r~енными экспер1н1ентами. 

6. Соударение тел т 1 и т2 можно опи­
сать по-другому. Пусть Х1 и х2 - коорди­
наты т1 и т2, причем Х1~Х2 (тело nz 1 на· 
ходится справа от т2 ). По,1ожение этих 

--:"Я---1-------.. тел изображается точкой в координапюй 

Рис. 2 

х1 плоскости R2={x1, х2} (точнее, в полуплос­
кости х 1 ~х2) (см. рис. 2). Снабдим плос­
кость R2 «внутренней» :метрикой 

(lO) 

Она уже бы.па использована нами в п. 3. 
До и после столкновения траектория точки х= (х 1 } х2 ) является· 

прямой. Моменту столкновения отвечает некоторое положение 
точки х на границе ~={Х1 =х2}. Пусть т - единичный вектор, 
касательный к ~ в точке ХЕ~. Нетрудно сосчитать, что этот век­
тор имеет компоненты 

1 1 
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Введем еще вектор нормали n к ~в метри.ке ( 10); он имеет компо­
.ненты 

Вектор скорости v= (v1, v2) (где v1 =Х1, v2=x2) естественно 
tразложить по векторам т, n как по базису: 

Ясно, что 
V=Vtт+vпn. 

v"' = < v, т > = {m1v1 m2v2)/V т1 + т2, 
Vn=<v. n>=V~(v1 -v2}. (11) 

·rде µ - приведенная масса (см. п. 3). Пусть v- и v+ - скорости 
системы до и пос.1е удара. Тогда, используя сохранение импульса 
и гипотезу Ньютона ( 8), из ( 11) получаем следующие соотноше­
.ния: 

+ - + -v" = v" , v n = - ev n. ( 12) 

Кроме этого. :\1Ы свели задачу о движении по прямой двух тел 
m 1 и m2 к изучению некоторой системы с двумя степенями свобо­
ды, на которую наложена односторонняя связь (ограничение) 
xi>x~. При е= l удар о границу 2:={х 1 =х2} происходит по зако­
ну «y·ro.1 падения равен углу отражения», а при е=О в момент 
удара налагается двусторонняя связь х 1 =х2• Эти наблюдения поз­
воляют распространить постановку задачи об ударе на случай об­
щей системы со :.1ногими степенями свободы. 

Рассмотри~~ :.1еханическую систему с п степенями свободы, на 
.которую наложена односторонняя связь: 

f ( Х1, ... , Хп)>О. 

Граннчная поверхность 

L:={xERn:f (х) =0} 

:предполагается регулярной: df =1=0 в точках, где f =0. Пусть 

т 
n • I .. - g··(X)X·X· 2 i;J i J 

i, i=1 

- кинетическая энергия системы (матрица l!gti!I положительно оп­
ределена при всех xERn), а F1, .", Fn - обобщенные силы (зави-

·сящие в общем с~1учае от скоростей Х= (х1} ••• 1 Xn), координат 
х= (х1, "., хпJ и времени t). В области f (х) >О движение систе­
мы описывается уравнениями Лагранжа 

_!!.... дТ - дТ - р. 1 <: i < n. (13) 
dt дхi дхl - i'· 
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Пусть t 1--+- х (t) - решение этой системы, такое, что f (х (t)) >0 
при t<O, f (х (О)) =0 и 

n . I а1. f == -, Xj <О 
ОХ· 

i-1 & 

при t=O. Следовательно, в момент времени f =0 имеет место яв­
ление удара: скорость х (t) терпит разрыв при t=O (так как в 
противном случае f (х (t)) <0 для малых положительных знаqений 
t). Продолжение решения х (t) в область f >0 существенно зависит 
от принимаемой гипотезы о характере ударного взаимодействия. 
Приведем инвариантную формулировку математической модели 
удара, основанно.й на обоб~ении гипотезы Ньютона. 

Пусть v- = (х1 , • • • , хп) - скорость точки x(t) в момент 

удара: v- = lim x(t). Введем скалярное произв~дение, задавае-
t ... -о 

мое кинетической энергией в точке х0 == х(О): 
п 

< f, 11 > == ~ gij(Xo)~(!Jj• 
/, J=I 

Пусть n - единичный вектор нормали к ~ в точке х0 (в м~трике 
<, >). Разложи~1 скорость на касательную и нормальную состав­
.J'Jяющие: 

r де v;;--== <У , n > n, v; = v- - v;. Пусть у+ - скорость точ­
ки после удара и 

v+=v1°+v;t". 
Обобщая соотношение ( 12), положим 

'
,+ - ,,- ,.+ 
-t- -:, n -evn 1 

где е - постоянный числовой множитель из интервала [О, l ]. 
рый снова будем называть коэффициентом восстановления. 
t>O движение описывается системой уравнений Лагранжа 
чальными данными: 

х (0) =х0, х (0) =v+. 

( 1 ~) 

кото­

П р и 
н на-

Если е=О (удар абсолютно неупругий), то при t> О движен:~е сие~ 
темы естественно описывать в рамках теории односторонних свя­

зей (если, конечно, после удара система не покидает сразу поверх­
ность~). 

Необходимо иметь в виду, что соотношения ( 14) яв.15:ют.;:я не 
более чем гипотезой, естественность применения которой должна 
быть подтверждена либо теоретическими рассмотрениямн, .1ибо 
результатами экспериментов. 

7. Рассмотрим более подробно случай абсолютного упругого 
удара, когда e=l. Соотношения _(14) означают~ что 
14 



1) векторы v- и v+ лежат в одной .(двумерной) плоскости, ор­
тогональной поверхности ~; 

2) вкторы v r- и - v- образуют равные углы с вектором норма· 

ли n. 
Предположим, что на систему действуют лишь потенциальные· 

силы с потенциальной энергией V: 

дV F·-- 1 i д , 
Xt 

i<:n. 

В этом случае уравнения (13) принимают вид вариационных урав­
нений Лагранжа 

d дL дL 
--=--
dt дх дх 

с функцией Лагранжа (лагранжианом) L=T-V. Они допускают 
интеграл энергии 

[Т + VJxu) =const. 

Из соотношений ( 14) при е= 1 вытекает сохранение поJ1ной энер­
гии и в момент удара. 

Согласно принципу Гамильтона уравнения системы, траекто­
рии которых целиком лежат в области f > 01 совпадают с экстрема­
лями вариационной задачи 

ta 

а/= О, 1 ~ S Ldt, бх(t 1) = бх(t3) ==О. 

Оказывается, принцип Гамильтона справедлив и для движений с: 
ударами. 

Для доказательства рассмотрим некоторое движение 

х: [tн t 1] 1~ Rп, 
такое, что 

(а) /(x(t))>O при всех tE[t1, t 2]"'{iJ. где i-точка интер-­
вала (t i, t 2); 

<б> t (x(i)) ==о. 
Рассмотрим вариаuию кривой t 1~ x(t). По определению это 

семейство непрерывных кривых 

Ха (t) :(t1, f2] 1-+ Rn, 

определенных при всех аЕ (-е, е) (е некоторое положитель-
ное число), удовлетворяющее условиям: 

.... 
(1) x0(t) == x(t) для всех t 1 t t,; 
(2) Xa:(t1) lii X(f 1) и Xa.(t2) ;;;;: x(ts) для всех (L Е (- =:, €); 
(3) /(x

11
(tJ)=O, rде trх-некоторая rпа.дкая функция пара-

метра :х, принимающая при а.= О значение t; 
15 



(4) функция двух переменных x~(t): lt1, t2l х (- 8, е)-+ нn 
является гладкой в областях 

{t, a:-e<tX<e, t1 <t<ta:} н {t, <X:-e<tI·<в, ta:<t<t2\. 

·в частности, из (4) вытекаеrt что при кажд@м а. кривая xa.(t) 
тладко зависит от t при t Е [t1 , ta:l и tE [ta:, t,J. Для всех значе­
ний а Е (-в, е) определено действие 

ti 

J( <Х) = J L (xa.(t), x«(t))dt. 
t1 

,Вычислим его вариацию - производную по а при а=О. 

где 

70 

Л е м м а о в а р и а ц и и д е й с т в и я. 

u _, v -v 'w - -----~1 - / - + > ( < v-. v- > < v + • v + >) s + 
' 2 2 

1, • 

+ r [~ - (~)J~ oxdt, J дХ дХ X{f) 

ti 

d 
S=-

da: 
d ta., ax(t) = - x;X(t). 

da. 
з:=:О .х.=0 

Так как для всех а. 

f(xa:(t1i)) =О, 

(_!j_ 1 \V) = ~ ~ W· = 0 
дх ~ {i,t i=1 дх1 x(t) i 

( 1в) 

""· следовательноr w - касательный век гор к поверхности Е в 
точке х{Г). 
Иа ( 15) вытекает 
Теорем а (вариационный принцип Гамииьтона). Кривая х ( ·) 

является движением тогда и только тогда, когда она является 
,стационарной точкой функционала действие. 

Необходимость вытекает из формулы ( 15) и соотношений 
(14), в которых надо положить е = 1. Для доказательства дос~ 

"' ""' 
таточности сначала рассмотрим вариации, для которых t а:= t и 
xCL(i) == x(t) для всех а. Так К01{ в открытых интервалах (t1,. i) 
(i, t2 ) вариации бх могут быть произвольными,. то из (15) вы· 
текает,, что в втих интервалах кривая х(.) удовлетворяет урав" 
нениям Лагранжа (т. е. является движением). Рассмотрим те-

" -перь вариации,. для которых t « == t для всех а,. а в остальном 
11роизвольные. Из уравнения: fJ/ =0 получим тогда,, что 

.<v+-v-, w> =0 

iб 



для всех векторов w, касающихся ~ в точке x(i ). Следова· 
'Тель но,, 

(16) 

Рассматривая, наконец, вариации общего вида, из ( 15) получаем 
соотношение 

<v+, v+>-<v-, v->. 
откуда с учетом (16) vt= ±v;. Так как f(x(t)) >О, то полу­
чаем окончательно, что v;t ~ - v;. Теорема доказана. 

Нам осталось доказать лемму о вариации действия. Так как в 
точке trf, функция Ха, (t) может не иметь производных по t, то есте­
ственно снача.:1а вычислить 

ta. fCL[ а• д ] d 
_!!__ r Ldt = s д& ~ + дL ~ dt + L ~ = 
da ._\ дх да дх да ds 

tL f1 

t t 
дL ( ) дх. а. dta: « [ d дL дL ] дх« = -. Х.х - + L - -s ---:---- - dt. 
дх да: da dt дх дх х (f) дr.i 

fs tt d 

Положим в этой формуле а==·О. Согла1сно свойст.ву (2) вар,иаций 

дха. 
-(t1) =0. 
да. 

Исrюльзуя правило дифференцирования сложной функции, вычис-
JIИM 

дхос d dx 4t а. - (t) =- [х (t )] - а.-, 
да tx da ос а. dt dr:r. 

откуда 

д 1~ ( х ) дха. ( t ) + L ~ - д~ ( х ) ..!!__ [х ( t ) ] + 
дх .х д(J. а. · da. дх 12 da « а. 

+ L---:(x) - -. [ 
iJL dxa: ] dta. 
дх 1Х dt d(J. 

Полагая в формуле .(17) а=О и используя тождества 
дL . 

L--. х = -(Т V). 
дх 

d 

da 

2-4ФИ 

t 
а. s Ldt "<v-,. 

«-О t1 

w>-[ + v(X(i))] s. 

( 17) 
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Аналогично, 

d 

da 

t, f Ldt =-< v•, w > + [ <V•; v'> · i'(X{I))] s. 
сх-=0 .х 

Из двух последних формул вытекает (15). Лемма доказана'. 
8. Следуя известной схеме, выведем и;з принципа Гамильтона 

для движений с упругими ударами вариационный принцип Мопер· 
тюи. С этой целью зафиксируем значение полной энергии h и рас­
смотрим движение с заданным запасом энерFии. Из интеграла 
энергии и неравенства Т~О вытекает, что траектории расположе· 
ны в области 

( 18) 

Функционал 

~ ~ 

/* = J 2 V (h -V)T dt = 1 - J ( ~1-т - .lf h- V )2 dt, 
t 1 t, 

определенный для кусочно-гладких кривых х: [t1, t2]-+- В, называ­
ет.ся укороченным действием, или действием по Мопертюи. Подын­
iеграль;ное выражение в /* является однородной функцией скоро­
сти сте111ени 1. Следовательно, ·величина укороченного действия /* 
не зависит от параметризацпи пути интегрирования. 

Предположим (для простоты), что граничная поверхность 
связи Е целиком лежит строго внутри области (18). Снова рас-
смотрим путь x(t) : [tl, t2]-+ вn, такой что 

(1) функция х(. ) гладкая в интервалах [t1, ~ и [( t2J: где ,..,, 

f1 t<t2; 
(2) t(x(t))>O при всех tE [tl' t 2].""-{i}; 
<З> t(x(i)) =0; 
(4) [Т V]x(t>=h для всех tE(tp t 2]""{t}. 

Теорем а (принцип Мопертюи). Кривая х (-) является траек­
торией движения с упругим ударом тогда и только тогда, когда 
эта кривая является стационарной точкой функционала укорочен· 
ного действия. 

Доказательство. Пусть х( ·)-движение. Тогда 
t, 

а1* - 01 - 2 J ( V т - V h - v ) б ( Vт - V h - v ) dt -
t1 

-f(Vт -Vh-v)~-(Vт-Yh v)~]s=o, (19) 

так как 6/ == О cor пасно яринцину Гамильтона и J/т i::::::: 1 h - Г 
соrласно интегралу энергии. 
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Обратно, пусть х: r S11 S2]-+ в - некоторый кусочно-r падкий 
путь, являющийся стационарной точкоп функционала /*. По­
ложим 

s 

t = J v т ///v h - v d1:. 
s, 

Тогда, очевидно, путь x(s{t)): [ t1 , ti] ~В удовлетворяет урав-

нению Vт = V h- v. Если бl* =0, то из формулы (19) вы­
текает, что бl =О. Теорема доказана. 

Рис. 4 

Рис. 3 

Полезно от:метить, что принципы Гамильтона и Мопертюи спра­
ведливы и в том случае, когда в интервале [t1, t2] имеется любое 
конечное число моментов удара. 

В качестве примера рассмотрим движение материальной точ­
ки по инерции в области на двумерной плоскости, ограниченной 
замкнутой регулярной кривой. Траектория движения будет лома­
ной линией, К:оторая в случае упругого удара образует с границей 
об.1асти равные углы (рис. 3). В этой задаче укороченное дейст­
вие совпадает с обычной длиной, и поэтому, согласно принципу 
"\1.опертюи, траектория движения имеет стационарную длину среди 
всех кусочно-гладких кривых с теми же концами. 

Такие системы впервые изучал Дж. Биркгоф [42; 43]; они назы­
ваются биллиардами Биркгофа. Можно рассматривать более об­
щие случаи, когда граница невыпуклая кусочно-гладкая или дви­

жение происходит в ограниченной области многомерного простран­
ства. 

С этой точки зрения полезно рассмотреть задачу о движении 
двух тел, заключенных между стенками х2 (см. рис. 4). Тела сталкиваются не только 
:v!ежду собой, но и со стенками; все удары 
считаются упругими. Пусть тела т1 и т2 с 
координатами х1 ~х2 заключены внутри 

отрезка О~х<а. Тогда их положение одно­
значно определяется точкой из треугольни­
ка (см. рис. 5) 

О~х1~Х2~а. 

Этот треугольник является прямоугольным 
не только в «стандартной» метрике плос- Рис. 5 
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кости R2 = {х1, х2}, но и во «внутренней» метрике, зада1ваемой 
кинетической энергией 

Если т1 т2, то он не будет равнобедренным. Таким образом, за­
дача двух тел, заключенных между упругими стенками, сводится 

к биллиарду Биркгофа внутри прямоугольного треугольника. Эту 
конструкцию нетрудно распространить на любое число тел. 

Сам Биркгоф рассматривал биллиарды как предел задачи о гео­
дезических линиях выпуклой поверхности, 'Которая непрерывно 
деформируется в область на плоскости. В общем случае строгий 
анализ такого предельного перехода является довольно деликат­

ной проблемой; насколько нам известно, она не изучена до сих 
пор. Однако в ряде конкретных случаев (например, деформация 
эллипсоида, когда две его полуоси неизменны, а меньшая стре­

мится к нулю) можно действительно показать" что почти все гео­
дезические линии переходят в траектории биллиарда Биркгофа. 

9. Эксперименты показывают, что касательная составляющая 

скорости после удара на самом деле тоже может изменяться. По­
этому математическую модель удара, основанную на гипотезе 

Ньютона, следует обобщить. Такое обобщение можно осуществить 
в разнь1х направлениях (в зависимости от физической природы 
сил трения, возникающих в момент удара). Мы сейчас изложим 
математическую модель удара с вязким трением. 

Воспользуемся обозначениями п. 6. Разложим скорости до и 
после удара, происходящего в точке ХоЕ~, на нормальные и ка­
сательные составляющие: 

Согласно гипотезе удара с вязким трением имеется самосопряжен­
ный относительно метрики (задаваемой кинетической энергией 
системы) линейный оператор Л .(зависящий от точки х5е:~), та­
кой, что 

'
,+ л,.­
'r - j\ " • (20) 

Считается, что после удара кинетическая энергия не увеличивает­
ся. Поэтому оператор Л удов.~тетворяет неравенству 

<Л2v, v> <v, v> (21) 

для всех векторов v Е Rn. Пусть е1 , • • • , en - ортонормирован~ 
ныА базис оператора Л и Л1 , • • •• л" - соответствующие соб­
ственные значения (они все вещественны ввиду самосопряжен­
ности Л). Из (21) вытекают неравенства для собственных зна­
чений: IЛil < 1. В силу (20) оператор Л переводит каса1ельную 
плоскость I< ~ в себя и одним из ero собственных векторов 
является нормаль n; будем считать, что е 1 = n. Так как пос-
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ле удара точка x(t) будет снова двигаться в полупространстве 

/(х) > 0, то векторы vt и v; направлены в разные стороны. 
Поэтому Л1 <О. Числа Л1, • • • , л" естественно назвать коэф • 
фициентами восстановления, а сам оператор Л- оператором 
восстановления. Если в касательной плоскости к ~ оператор 
Л является тождественным, то получим гипотезу Ньютона о 
неупругом ударе. 

Решая уравнения движения с начальными данными х(О} = х0 
и x(O)=v+, получим закон движения системы при t>O. 

Изучим вопрос о потере кинетической энергии 

ЛT=<v-,v->_<v•,v+ >. 
2 2 

Полагая u=v--v+, введем, следуя Карно, кинетическую энергию 
потерянных скоростей 

Т* =<u, u>/2. 
Положим 

х = max Л1 , v = min ),i, 
"\+! 

Ясно, что -l~v~x<l. 
Теор ем а [231 Справедливы неравенства 

1 + v Т* <: ЛТ < 1 + "1. Т'*. 
1 v ' ~ 1-"1. 

(22) 

Если v=x, то неравенства (22) превращаются в равенство. 
Например, в условиях ги·потезы Ньютона о неупругом ударе Л 1 =: 
...:.._-е, Л2= ... =Лп=l, где ее::[О, 1} - коэффициент восстановле­
ния. В этом случае v=x=-e и неравенства (22) дают к.пасси­
ческую теорему Карно: 

ЛТ= 1 -еТ*. 
l+e 

(23) 

Если положить е=О, то формула (23) будет совпадать с теоремой 
Пифагора в пространстве Rn={v} с евклидовой метрикой <t >. 
Неравенства (22) естественно назвать неравенствами Карно. 

Доказательство теоремы. Положим v-=~иiei. Тоr­
да v+ ~ lчv, е 1 • В силу ортонормированности базиса {ei} бу­
дем иметь 

ЛТ - ~ ( 1 - J,;) v7!2 = ,I 1 + лi (1 - J,i) 2Й/2, 
л.+ 1 1 - /..1 

l 

Т*= ~ (1-).1)1 v7/2. (24) 
лс1"1 
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gfp) 

Так как функция (l +х)! (1-х) 
монотонно возрастает в полуинтер­

вале [-1, 1), то для всех Лt* 1 

0~(1 \1)/(l-v)<(l Лi)/(1-Лi) 

< (I +х)/(1-х). 

Для доказательства неравенств 
('22) осталось воспользоваться фор-

х мулами (24). 
10. В качестве приложения об-

Рис. 6 щих соотношений теории удара рас-
смотрим задачу об ударе плоского 

выпуклого твердого тела о прямую (рис. 6). Эта система имеет 
три степени свободы. В качестве обобщенных координат примем 
декартовы координаты центра масс тела х, у и угол его поворота 
<р, отсчитываемый, скажем, от оси х . .Кинетическая энергия равна, 
очевидно, 

т (. Т=- х2 

2 
. ) lq>' 
у2 +2, 

где т - масса тела, а 1 - момент инерции относительно центра 
масс. Рассмотрим удар это,го тела о прямую у=О (ось х) и бу­
дем считать, что тело находится в полуплоскости у~О. Введем 
раостояние g от центра масс тела до касательной, параллельной 
оси х и раоположенной между центром масс и осью х. Ясно, что 
g-2л-периодическая функция <р, однозначно задающая форму те­
ла. Уравнение односторонней связи принимает вид 

f(x} у, ер) =y-g(cp)~O, 

а граничная поверхность ~ задается уравнением y-g(cp) =0. Яс­
но, что ~ регулярна во всех своих точках . .Касательные векторы к 
~ в точке .(х, у, ер) имеют вид 

't' = (а, g'~, ~)' 

где а и ~ - произвольные вещественные числа. Нетрудно найти 
вектор нормали; он равен 

n =(О, Ir, - mg'"(), т == 1 // V ml( / + тg'2 ) • 

Разложим вектор скорости v - ( х, у, ~) на нормальную и 
касательную составляющие: 

'V :::::: V + V V = у - g' Ф П' V т/ (. ') 
n ", n 2 • ' 

I + mg' 

v 'С == ( х; g' ( тg' у + 1 ~); l 
1 + mg' 2 1 + mg'2 (mg'y + 1~) )· 

1 

(25) 
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Разность у- g'rj> представляет собой скорость сближения те­
ла с прямой у== О. Можно показать, что сумма /~ + mg'y яв· 
ляется кинетическим моментом тела относительно (подвижной) 
точки пересечения горизонтальной оси, проходящей через центр 
масс" и вертикальной оси, проходящей через ближайшую к 
прямой у= О точку твердого тела. 

В случае абсолютно упругого у дара скорость Л = х, момент 
k = J(p + mg'y сохраняют свои величины, а скорости сближе­
ния µ.=(y-g(q>))' меняют знак. В частности 1 движение точки 
с координа'fами (х, у - g(<p)) в момент у дара о прямую у О 
подчиняется закону упругого отражения. 

Ее.пи справедлива гипотеза Ньютона, то скорость µ после уда­
ра меняет знак и уменьшается в 1/е раз (е - коэффициент восста 4 

новления), а величины Л и k по-прежнему не меняются. Такой 
удар называют еще ударом без трения. 

В координатах х, у, <р оператор Л действует следующим обра-
зам: 

·+ х 

·+ 
у 

\ 

-

1, 

о, 

1 о, 
t 

о 

g'2 _ ер2 

g'2 + р2 
( l e)pg' 

g'' + р2 

,, 

о l ( х 

(1 + e)pg' 

g'2 + р2 
- eg'2 + р2 

g'2 + р2 1 

' 

у 

где р = V 1/т-радиус инерции тела. 

,, 

1 
J 

] 1. В различных задачах могут возникать модели удара, в ко­
торых некоторые из коэффициентов восстановления 'А2, ••. , 'Ап ока· 
зываются отрицательными. Например, эсли пренебречь диссипа· 
циеИ энергии, то плоское движение каучукового мячика, прыгаю­
щего по твердому полу, качественно правильно описывается сле­

дующей моделью. 
:В момент удара скорость точки мячика, сопр,икасающейся с по­

Jiом. меняется на противоположную: 

( x+-r<P+, _у+)=- с~- - ,~-, у-), 
где ,r - радиус мячика. Вместе с законом сохранения энергии 

т " ') . 2 . 2) т ( . 2 . 2 • 2) 2 l х+- у+ + p3q>+ = 2 х- --+- у- + P2CJ,- , 

это соотношение дает следующие формулы: 
( 
х+ 

) ( r2 _ р2 2rp 1 \ 
, о, х 

r2 + р2 r2 + р2 

·+ о. -1 Q у у = , 

t pq,+ 
2rp 

О, 
_ r2 + р2 

1 pq> 1 1 r2+ р2' r2 + р2 1 1 
J \ ' } 
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Два собственных значения матрицы Л в данном случае рав­
ны -1, а одно равно 1. 

Посмотрим'· как будет двигаться мячик nод действием си· 
лы тяжести. Ясно, что в промежутках между ударами его 
центр масс будет описывать параболы, которые однозначно 

определяются соответствующими скоростями х+, .у+. Обозна­
чим скорости мячика до и после jaro удара соответственно ·- . - . ·- ·+ . + . + 
символами Xj , Yi , q>; и Xi , Yi , fi>i • Очевидно, что 

( . + } 
XJ l х; 
·+ 
У1 = Л У1 

( 

·+ 
t РЧ'>i J \ рср; J t 

Xi+l 

Yl+I 

PЧ'i+t 

1 xt } 

- ·+ 
-у1 

J ' 
P~t 

Так как отображение Л в плоскости х, pq> является симмет· 
рией, то Л2 -тождественный оператор. Откуда леrко следует,,. 

( . + . + . + ) ( . + . + . +) что х1+2 , Yt+1 , pq>1+ 2 = х1 , Yi , pq>J , т. е. параболы П1 - траек· 
тории центра масс мячика в· промежутках между ударами с 

номерами j и j + 1 таковы, что П1+1 полуqается из П1 сдвигом 
вдоль оси хна некоторый вектор, не зависящий от j (см. рис. 7). 

Рис. 7 

Рис. 8 

12. Предположим теперь, что на механическую систему с п сте· 
пенями свободы наложены k односторонних связей 

(26) 

Поверхности 'Li1={x:fi (х) =0} считаются регулярными во всех сво· 
их точках. Предположим, что fi(O) =0 для всех I~j~k. Разло· 
жим функции f i в ряды Маклорена 

fi=<Cj, x>+o(lxl), CjERn, 

и рассмотрим линейные неравенства 

<с1, х>~О, .", <сн, х>~О. {27)~ 

Предположим, что эти неравенства выделяют в Rn п-мерную об" 
ла.сть 1+· Такие области называются симплициалы-tьиv~и конусами. 
Внутренность 1+ (обозначим ее 1?,.) называется ка.не рой (рис. 8). 
2.4 



или, более точно, камерой пространства Rn относительно мно­
жества гиперплоскостей 

(28) 

В малой окрестности начала координат исходные неравенсТ1ва 
(26) будут задавать замкнутую п-мерную область cr+, которую 
можно назвать «криволинейным» симплициальным конусом. 

Рассмотрим движение механической системы x(t), траектория 
которой при t<O лежит строго внутри области о+. Ес.;1и в момент 
времени t=O 

х(О) Е ~i" ( U ~i)' 
f=l=i 

то в этот момент имеет место удар об одну из граничных поверх­
ностей Li, причем наличие других односторонних связей никак не 
сказ.ывается на движении системы при малых значениях t>O. 

Совершенно иначе обстоит дело в случае, когда х (О) =0. Здесь 
как бы происходит одновременный удар системы сразу о k поверх­
ностей ~1 , ••• , ~k· Для того, чтобы все связи действительно участво­
вали в ударе, достаточно предположить, чтобы скорость 

v- = lim x(t) 
t- -О 

была трансверсальна всем поверхностям Lf. Такой удар называет­
ся кратны.м. 

Пусть х(О) Е ~i1 П ~ti П . . . П ~i т' т > 2, и вектор скорос-
ти v- не касается ни одной из поверхностей ~i1 , • • • , Lf т· 
Тогда в момент времени t=O танже будем иметь кратный 
удар о ~ребро" конуса а+. 

1\1\ожно ли в случае кратного удара дать содержательное с ме­
ханической точки зрения определение движения системы для зна­
чений времени t>O? Так как мы будем интересооаться исключи­
тельно законами соударения, то поверхности Li мож.но заменить их 
касательными плоскостями в точке х=О, кинетическую энергию -
квадратичной формой с постоянными коэффициентами 

Lgii(O)xi.t/2 и можно считать, что движение происходит по инер­
ции. Касательные плоскости к Lt в точке х=О мы обозначили вы­
ше через Гi (см. (28)). Ясно, что конус "(+ является пересечением 
k полупространств, расположенных по одну сторону от плоскостей 
Г1, "., Гя. Пусть 'У- - симплициальный конус, являющийся обра­
зом конуса У+ при отражении х 1~ -х. Вектор скорости до удара 
v- лежит как раз в "(-, а в 'У+ должен лежать вектор скорости v+ 
после удара. 

Может так с.пучиться, что не все гиперплоскости Г 1 пересекают 
1+ по (п-1 )-мерным граням. Эти гиперплоскости можно далее не 
рассматривать, поскольку, неравенства (27) с соответствующими 
индексами являются следствием остальных. Будем: считать, что 
среди ГИПерП.ilОСКОСТеЙ Гi нет «НесущеСТВеННЫХ». 



В дальнейших построениях важную роль будет играть группа 
Кок.стера W - группа ортогональных преобразований Rn (в мет­
рике <, >), порожденная отображениями St относительно гипер­
плоскостей Гi. Квадрат каждого из отражений si есть тожде.ствен­
ное преобразование; в общем случае si и si при разных i, j не ком­
мутируют. Каждый элемент из W есть произведение конечного чис­
ла элементов из набора {s1, .", Sk}. Ясно, что число элементов \\7 
не более чем счетно. Для каждого s W множество s ( "{+) являет­
·СЯ с1в1плициальным конусом в Rn. Можно показать, что 

U s(r~J-Rn. 
sEW ' 

Обсудим сначала случай абсолютно упругого у дара. При 
зтом предположении в т + возникает биллиардная система: 

о 
траектории точки х в камере '\'+ являются прямыми, а при 

обычно~ однократном ударе о стенку Гi скорость точки до 

удара v- меняется на вектор v+=si(v-). В более общем ви­
де, пусть точка x(t) в моменты времени f 1, . • • , tm совершает 
однократные удары о стенки Г;1 • • • • , Г1 • Тог да при t > tm 

т 

точка начнет двигаться в '\'+ по прямой с постоянной скоростью 

v+ = Sf • • • s1
1 
(v-). 

т 

Перенесем вектор v+ параллельно в начало координат. Если 
v+ Е 1~' то при t > tm точка x(t) будет двигаться в камере т~ 
без ударов. 

Ясно, что состояние системы (х0 , v0) Е т~ Х R'l в фиксиро­
ванный момент t0 однозначно определяет последующее дви-

жение: x(t0 ) = х0 , X(t0) = v 0. Нетрудно доказать. что для почти 
всех начальных данных х0 ,. v 0 последующее движение x(t) кор­
ректно определено для rJcex t t0 (ни при каком t точка 
x(t) ~ Гi П Г1 , i + j). Исключительное множество начальных дан­
ных иwеет лебеrову меру нуль. В частности, ero дополнение 
всюду плотно в '\'~ х ап. 

о 
Биллиард в камере'\'+ назовем регуляризуемьоt, если функ-

цию x(t, х0 , У0 ) при всех знаqениях t можно доопределить по 

11еnрерывности на всем 1~ Rn. В частности, в случае крат­
ного удара полуqаем корректно определенный закон упругого 
отражения 

(29) 

причем lv+! = !v-1. Регуляризация биллиарда в "{~ воз~ложна дале­
ко не всегда. В качестве примера рассмотрим случай n=2, и пусть 
угол между прямыми Г1 и Г2 равен 120°. В этой ситуации невоз-
1можно дать физически корректное определение закона отражения 
(29) при кратном ударе: траектории си~стемы, распо.11оженные по 
обе стороны от биссектрисы угла "f+, резко различаются после од­
нократного удара о прямые Г1 и Г2 (см. рис. 9). 
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Теорем а 1. Пусть '\'+-фундаменталь­
ная область конечной группы Кокстера. 

о 
Тогда биа.лиард в ·;+ регуляризуе,и. 

Конечность группы Кокстера эквива­
.лентн21 :Iредположению, что все двугранные 

о 
уг.пы Ес..~,1еры 1 + яв.1яются целы.ми частя.ми 
1r, т. ~. иавны л/т, m= 1, 2, ... (см. [46]). Рис. 9 

дока·зательство теоремы 1 основано на использовании из­
вестных свойств конечных групп, порожденных отражениями 

(см. (46)). Во-первых. симплициальный конус t..L является фун-
даментальной облаr:тью группы W: образы камеры y~f- при 
действии различных элементов из W не пересекаются и замы­
кание их объединения совпадает с R 11

• Таким образом, все Rn 
можно «:замостить конусами вида s(т+), s Е W. причем для каж-

дой l<амеры /:, (вида s( у~)) найдется лишь один элемент s' Е 
€ W, такой, что s'i у0: ) == 1~ . Во~вrорых, при некотором s Е W 
имеем 

(30) 

Пусть x(t) - движение с однократными у дарами в моменты 

времени t1 , t 2, • • • , причем x(t) Е у~ при t < t 1• и пусть x(t1} Е 
€ Гч· Этому движению можно однозначно поставить в соответ-
ствие движение по инерции x(t) в нп по следующему правилу 

x(t) = x(t) при t tl; 

x(t) - s,1 (x(t)) при t 1 t < t2; (31) 

X(t) = St, S11 (x(t)) Пр И fs t lз, .... 
,,.. 

Лри этом прямая t ~ x(t) не пересекает ни одной {п - 2)-мер-
ной грани ни одного иа конусов s(y.J_'\, sEW. Обратно, если 

' ' / 

прямолинейное равномерное движение x(t) в Rп удовлетворяет 
~ о 

последнему условию и x(t) Е У+ при всех t < t1 , то найдется 
единственное движение x(t) биллиардной системы с однократ· 
ными ударами, такое, что выполнены (31) (см. рис. 10). Так 

КдН X(t), ОЧеВИ11:_НО, непрерЫВНО ПО начальным ДВННЫМ, ТО СООТ· 
ветствие x(t) _,.,.. x(t) задает искомую регуляризацию биллиарда 

в У+· 

Если x(t) Е -r~ при всех t < t*, то x(t) Е 1~ при всех достаточ­
но больших t. Следовательно, отвечающее x(t) типичное дви­
жение X(t) Т8КОВО, ЧТО общее ЧИСЛО ОДНОКрlТНЫХ у даров КО· 
н~чно. Таким образом, при сколь угодно малом возмущении 
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Рис. 10 

кратный у дар как бы "распадается"' в последовательность сле­
дующих друг за другом однократных ударов. Линейное отоб­
ражение. обратное к (30), как раз задает закон упругого от­
ражения при кратном у даре. Его конкретный вид зависит от· 
формы камеры у~. 

При n= 2 теорема 1 допускает уточнение. В ~том случае груп· 
па Кокстера яв.1яется диэдральной группой порядка 2т, где m= 
=л/\t, \t - угол между прямыми Г 1 и Г2 • Оказывается, 

] ) ее.пи 1п четно, то v+=-v-; если т нечетно~ то векторы v+ и 
-v- симметричны относительно биссектрисы yr.ia 'У+; 

2) если траектория движения х (t) в 'У+ не прохо.Jит через на­
чало координат, то количество однократных ударов при из­

менении t от -оо до + оо равно т. 
Таким образом, в этом случае кратный удар при возмущении 
распадается в серию т однократных ударов. Чис:ю rn естественно 
назвать кратностью удара. При m= 1 получае~1 обычный некрат­
ный удар. 

Свойства 1) и 2) вытекают из известных результатов о строе­
нии диэдральных групп (см. [46, r.1. IV и VI): преобразование s из 
(30) имеет вид: 

( s1s2)m/'J или (s2s1)m12, если т четно; 

( )
(m-1)/2 ( )(т-1) 2 s1s2 s1 или s2s1 , s2, если т нечетно. 

При четном т преобразование s сохраняет ориента.uию, а при не­
четном меняет ее. В том и дpyro:w случае э"1е'1ен-r s разлагает­
ся в произведение т инволюций si и s2, прице)t эти разложения 
неприводимы. Остается заметить, что каждому из отражений si в 
этих произведениях отвечает удар о прямую Гi. 

На рисунках 11, 12 показаны образы сектора ПРИi последова· 
тельных отображениях s 1 и s2 относительно прямых Г1 и Г2 для 
случаев m=З и m=4. Стредка:ми указана ориентация. Сплошной 
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Рис. 11 Рис. 12 

(пунктирной) .11инией отмечены образы сектора 'У- при отображе­
ниях s1, s2s1, s1 i •. " (s2, s1s2, s2s1s2, ".). Цифры на рисунках обоз­
начают номер итерации отображений. 

Приведем поучительный пример, иллюстрирующий кратный 
удар. Для этого вспомним задачу из п. 8 о движении двух тел с 
массами m1 и m 2 по оси х между двумя стенками Х=О и Х=а. 
Пусть х 1 и Х2 их координаты. Тогда положение системы задается 
точкой в прямоугольном треугольнике 

О~х1~х2~а. (32) 

Здесь возмJжны два типа кратных ударов: 
( 1) точка х = ( х 1, х2) попадает в прямой угол; 
(2) точка х попадает в острый уго.п треугольника (32). 

В первом случае тела одновременно ударяются о разные стенки и 
затем отражаются от них .с равными, но противоположно направ­

.. т1енными скорuстя:v~и. Здесь, очевидно, справедлив закон отраже­
ния v+=-v-1 корректность которого с физической точки зрения 
·очевидна. 

Во втором с.1учае корректность кратного удара имеет место 
лишь при специальных ограничениях на массы соударяющихся 

тел. :Корректное продолжение движения системы при кратном 
ударе о стенку х=О возможно при ус.повии, что 

У m:i(m1 + m1) = cos 1r/m, т - 3, 4, . (33) 

Аналогичный вид имеет условие корректности удара о стенку 
.Х=а: 

;·------
}! m1 /(m1 ~: m1) == cos 1t/k, k - 3 1 4, . . .. (34) 

Из (33) и (34) вытекает, что биллиард в треугольнике J32) регу­
.11яризуем в целом, если т1 =m2, т1 =3т2 или 3т1 =m2. В первом 
случае пря·моугольный треуго.пьник (32) равнобедренный, а в ос­
тальных случаях его углы равны 30° и 60°. Такими треугольника­
ми, очевидно, можно «замостить» плоскость R2={x1, х2}. 
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Задача о регуляризации биллиардов в многогранных областях 
изучалась в работе С. И. Пидкуйко [28}, где установлена реrуля­
ризуемость биллиардов в аффинных камерах Вейля корневых сис­
тем (в книге (46] эти камеры называются альковами). Согласно 
теореме Штифеля, все Rn можно замостить образами алькова при 
последовательном отражении относительно граней. Относительно 
классификации альковов см. [461 При n=2 биллиард регуляризи­
руем в прямоугольнике, равностороннем треугольнике н в двух 

треугольниках из рассмотренного выше примера. 

Рассмотрим теперь более общий случай неупругого удара, свя-
... ... н г u занныи с гипотезои ьютона: при ударе о грань i камеры 'У+ 

(см. (27)) касательная составляющая скорости не меняется, а 
нормальная меняет знак и уменьшается в 1/ei раз, где ei - коэф· 
фициент восстановления. 

Теорем а 2. Если грани Г1 , .", Гп, попарно ортогональныJ то 
о 

биллиард в 'f+ регуляризуем. 

Доказательство основано на простом соображении: в этом слу­
чае группа Кокстера коммутативна, причем отражения Sj относи­
тельно Г1 коммутируют с преобразованиями 

где ni - вектор нормали к грани Гi, а Ti направлен по касатель­
ной к гi. 

Координаты в Rn всегда можно выбрать так, чтобы конус "(+ 
задавался системой неравенств 

Пусть v- = (и1, ... , v;) - скорость системы в момент крат­
ноrо удара. Тогда, очевидно, 

k. 

Примером корректного закона неупругого отражения при 
кратном ударе снова служит задача о движении в треуголь­

нике (32): при одновременном ударе тел m1 и m2 о стенки х ==О 
' 

и х= а их скорости vl и и2 становятся равными v[ = - ~1.vi и 

vt- ~e2v2 , r де е1 и е2 - коэффициенты восстановления при 
неупругих ударах о неподвижные стенки х=О и х= а. 

В более общем случае у дара с вязким трением (п. 9) дос· 
таточное условие регуляризуемости биллиарда в области (27) 
включает помимо предположения о взаимной ортогональнос­
ти граней Гj еще предположение о коммутируемости опера· 
торов восстановления Лi (при однократном ударе о грани Гi) 
между собой и с отражениями sj. 

зо 



ЗАДАЧИ 

1. По прямой движется по инерции несколько одинаковых ша­
риков. Предположим, что соударения между ними абсолютно уп­
ругие и в каждом соударении участвуют только два шарика. До­
казать, что общее число соударений конечно. 

2. Имеются три шара S 1, S 2, S3 с центрами на одной прямой" 
первый из них движется, а остальные два неподвижны. Проис­
ходит удар сначала между S 1 и S 2, затем между S 2 и S3. Дока­
жите, что при фиксированных значениях масс шаров S1 и S3 ско­
рость шара S 3 максимальна, если масса S 2 равна среднему гео­
метрическому масс шаров S1 и S3 (Х. Гюйгенс). Обобщите этот 
результат на случай произвольного числа шаров. 

От в е т: пусть т1, • . . , т11+1 - массы шаров S 1, S2, . 
Sn+l; тогда 

. . . ' 

. . " 

Любопытно отметить, что mk = V mk-1m.-+1 (k = 2, ... , п - 1 ). 
3. Рассмотрим бесконечную цепочку первоначально покоя-

щихся материальных точек {mпJo конечной суммарной массы 
М = 1:0 т11 • Зафиксируем массу m0 и энергию Е0 ударяющей 
частицы т0 • Пусть в результате первоrо взаимодействия час­
тиц тп-i и тп частица тп приобрела энергию Еп. 

l) Найти распределение масс {тп}, при котором 

EOIQ - lim Еп 
п ..... оо 

принимает :максимальное значение. 

От в е т: 

п~п =то ( 1-в) /[ ( 1 + ( п-1 ) g) (1 + ng) ), 

Еоо= (I-в)Еа, в=то/М. 
(35) 

2) Доказать, что при условии (35) после бесконечного числа 
соударений вся цепочка движется, как твердое тело с сум~ 
:.\1арной энергией Е0 (А. Н. Голубятнvков, С~ И. Плотников). 

Указ ан и е: Из законов упругого соударения получаем равен­
ства: 

(36) 

где штрихом обозначены оставшиеся величины импульса и энер· 
гии частицы после ее столкновения с последующей частицей. Так 
как Еоо конечна, то Pn--+- О при п--+- оо. Тогда в силу .(36) имеют 
место предельные соотношения, справедливые и при наличии по­

с"1едующих столкновений в цепочке: 

"'00 ' ~"'° ' ~О Е" + Еоа = Ео, ~о Рп = Ро· 
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'Согласно неравенству Коши - Буняковскоrо 

""'ее ' ( ~оо ' )2 2 2М ""8j0 Еп > ~о Pn = Ро, 
, 

причем равенство достигается при постоянных скоростях Vn = 
=p~lmn р0М. Последующих столкновений нет. 

4. Твердое тело вращается вокруг неподвижной точки О. В не­
который момент, когда угловая скорость тела равна ю-, мгновен­
но закрепляется некоторая прямая тела, проходящая через точку 

О с единичным направляющим вектором е. Доказать, что угловая 
скорость вращения тела вокруг этой оси после удара равна 

<fro-, e>l<le) е>, 

rде f - оператор инерции твердого тела относительно точки О. 
5. Предположим, что твердый шарик движется по инерции 

между стенками, одна из которых неподвижна, а другая соверша­

ет медленное движение: расстояние между стенками l(t) равно 
f(et), где f(·) - гладкая функция, а в - малый параметр. Удар 
шарика о стенки абсолютно упругий. Доказать, что произведение 
!(t)=v(t)l(t) (v - скорость шарика) является адиабатическим 
инвариантом: для любого х>О найдется в0>0, такое, что при всех 
! е 1 <во, O<t< l/e справедливо неравенство 

IJ 1 м/сек v-

Рис. 13 

II(t)-1(О)1 <х. 

В термодинамике адиабатическим 
процессом называется процесс, проходя­

щий без выделения и поглощения тепла. 
Понятие адиа1батического инварианта 
ввел П. Эренфест; поучительное об­
суждение этих вопросов можно найти 
в [ 1 J. 

6. Как указывают экоnерименты, ко­
эффициент ,восстановления е на самом деле зависит от СК!оростей 
соударяющихся тел. На рис. 13 показана ЭК!спериментальная за­
висимость отношения е (v-) =-v+fv- для стального шарика диа­
метром 1 дюйм (2,54 см), ударяющего о стальную плиту [511 Вид­
но, что при приближении v- к нулю значения е начинают возрас­
тать. 

Доказать, что если e0~e(v-)~e1< l, то тяжелый шарик, отпу­
щенный с высоты h, будет отскакивать от плиты в течение време· 
ни 

после чего он остановится. 

Предположим, что 

Hm e(v) =- l, 
u-o 

1. de -L im- ...,- оо. 
11-+0 dv 
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Доказать, что в этом случае соударения шарика с горизонтальной 
плитой никогда не прекратятся (А. А. Панов). 

7. Предположим, что в области f (х) >0 движение механической 
систеrt.ы описывается уравнен1иями Лагранжа с лагранжианом 

L = т + г . х V, г . х == ~1Гi(x)xi. 

Введение дополнительных слагаемых, линейных по скоростям, эк­
вивалентно действию обобщенных сил 

~ ( дГj дГi). F1 = ~ - - -- х1 , 
. дхi dxj 
/=1 

которые называются гuроскопuческимu. Они могут иметь различ­
ную природу. Гироскопические силы появ.пяются при переходе во 
вращающуюся систему отсчета, при понижении порядка систем с 

симметриями ([ЗJ, гл. 3), в задачах о движении заряженных тел в 
магнитном поле. Гироскопические си.пы не влияют на сохранность 
по,1ной энергии Т + V. 

Доказать, что для упругих соударений справедливы принцип 
Гамильтона 

и обобщенный принцип Мопертюи 

t. 
б J ( 2 v ( h - v) т + г . х) dt = о. 

t. 

8. Плоское твердое тело в форме треугольника упруго ударяет~ 
ся о прямолинейную преграду. Всегда ли возможно корректное оп­
ределение закона отражения? 



Пусть 

Глава1 

ГЕНЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД В ДИНАМИКЕ CИCTE:Vi 
С ОДНОСТОРОННИМИ СВЯЗЯМИ 

§ 1. ОДНОСТОРОННИЕ И ДВУСТОРОННИЕ СВЯЗИ 

- кинетическая энергия системы с п степеня::v1и с.вободы, нз. кото­
рую действуют обобщенные силы F= (Fз, .", Fп) - функции от 

положения системы Х= (х1, ... , Хп), ее скорости х= (х1, .", Хп) и 
времени t. Уравнения движения этой «Свободной» системы описьr­
ваются известными уравнениями Лагранжа 

( 
д~ )' - ат ::::: F. (1. 1) 
дх dx 

\. 

Пусть f (х) - гладкая функция, причем df+O в точках, где 
f =0. Если принять уравнение f (х) =0 в качестве уравнения связи" 
наложенной на систему, то движения такой «несвободной>> систе­
мы с п-1 степенями свободы описываются, как известно, уравне· 
ниями Лагранжа с множителем Л: 

( 
д~ ). - дТ = F + ), _Е!_, f ==О. 
дх дх -дх 

(1.2) 

Эти уравнения обычно получают с помощью принципа Далам­
бера - Лагранжа. В формально-аксиоматической схеме обоснова­
ния динамики принцип Даламбера - Лагранжа выводится из 
принципа освобождаемости связи и аксиомы об ее идеа.1ьности. 
Однако при этом остается невыясненным происхождение исходных 
аксиом. С содержательной точки зрения более перспективным яв­
.1яется генетический метод обоснования динамики систем со свя· 
зями, основанный на анализе различных физических способов ре­
ализации связей. 

Элементы генетического подхода к обоснованию теории геомет­
рических связей были намечены в работах Ф. Клейна [59] и 
Л. Прандтля [68}, посвященных анализу парадоксов .сухого тре­
ния, обнаруженных Пенлеве (см. [65J). Их идея состоит в выпол· 
нении предельного перехода к случаю жестких связей в решени~ 
ях полных уравнений движения. Вот что писал по этому поводу 
Прандтлъ: «Если рассматривать как существенную задачу меха-
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ники - возможно более верное изображение явлений, входящих в 
ее область, причем: в интересах возможности д.а.стижения постав­
ленной цели приходится вводить подходящие упрощения основных 
положений, то при обосновании механики мы должны прежде все­
го рассматривать тела как деформируемые (каковыми онп в сущ­
ности всегда и являются) и затем в качестве упрощенного образа 
твердого тела ввести понятие об абсолютно твердом теле, которое 
;-.fожно получить из понятия твердого тела, приближая модуль уп­
ругости к пределу Е = оо. 

В обычных случаях позволено сделать этот предельный пере­
ход уже в дифференциальных уравнениях, причем таким образом 
получаются общеизвестные удобные законы."». 

Следуя этой идее, заменим связь f =0 полем упругих си.1 с по­
тенциальной энергией V н=Nf2/2. Здесь N ( «моду.пь упругости») 
является постоянным параметром, который затем будет устрем­
.1ен к бесконечности. Рассмотрим свободную систему ( 1.1), нахо­
дящуюся под действием дополнительных потенциальных си.1: 

(дт !дх У- от !дх = F av N/дх. 

Т е о р ем а 1. П редположи,и, что поле F потенциально: F = 
s::::- дV /дх. Пусть х N( t) - решение сшсте.JИЫ ( 1 • .З) с фиксuрованньu,~и 

. . 
начальны.ми данныли1 xN(O) = х0 , xN(O) = х0 , удов.-~етворяющи.мu 
соотноиtениям 

f(x) =о, (дf /дх)х =о. (1.4) 

Тогда на каждо.м, конечнол-1 интервале вpeJteнu существует предел 

Jim Х N(t) = X(t), 
N-+oo 

~ 

причем предельное движение t 1-+ х (t) удовлетворяет уравненuял-t 
(1.2). 

Эта теорема высказана Р. Курантом. Ее доказательство, дан­
ное в работе [70], существенно испо.,т1ьзует консервативность систе­
~1ы (1.3). Однако, по-видимому, теорема 1 справедлива и в случае 
непотенциа.пьного поля сил F. 

В качестве иллюстративного примера рассмотрим движение 
точки единичной массы в плоскости декартовых координат х, у 
под действием непотенциальной силы F с компонентами О, х. Со­
гласно теореме 1 связь у=О можно реализовать с помощью упру­
гого поля сил с компонентами О, -N у. Можно показать, что дви­
:;..кение с начальными данными 

х(О) = у(О) =О, х(О) = 1, у(О) - О 

задае_тся формулами 

xN(t) = t, у N(t) = _t _ _!_ sin 1/ N t . 
. v' .)З/2 

з• 35 



При N-+ оо получаем движение со связью у=О, причем семейст­
во функций YN(t) стремится к нулю при N-+ оо равномерно лишь 
на конечном промеж:утке времени. 

В случае односторонней связи уравнение f(x)==O заменяется 
неравенством f (х) ~О. Снова рассмотрим движение системы ( 1.2) 
с начальными данными, удuвлетворяющими соотношениям ( 1.4), 
и пусть Л (t) - значения параметра Л вдоль этого движения. Из 
механики известно, что если Л(t) <0 для всех t~O, то точка x(t) 
все время остается на поверхности f ==O. Наоборот, если же после 
некоторого момента времени т функция Л(t) принимает положи­
тельные значения, то при t=-т: точка к (t) покинет поверхность f = 
=0 (подчеркнем, что случай т=О не исключается) и для значе­
ний t>т динамика системы будет описываться обычными уравне­
ниями Лагранжа ( 1.1). J:Ia практике наиболее типичным является 
случай, когда Л(т) О и Л(т) >О. 

Следует иметь в виду, что задача о дпижении системы с регу­
лярной односторонней связью разрешима не всегда. Простым при­
мером служит движение точки единичной массы по инерции в пло­
скости х, у с односторонней связью y~g(x), где функция g опре­
де.11яется следующим образом: 

Рис. 14 

g= .2 1 
О, если х <О; 

e-I/x cos 1 !х, если х >О. 

Эта функция бесконечно дифференцируема 
при всех значениях х, но не является ана­

литической. Ее график изображен на рис. 

14. Движение с двусторонней связью у= 

=g( х) описывается уравнениями ( 1.2): 

х· == -Лg', у·= Л, у= g(x), 

откуда находим множитель Лагранжа 

л = g'' х21( 1 g'2
). ( 

1 ,.... 
1 ,•)) 

Зависимость х от t определяется квадратурой с помощью интегра­
ла энергии 

х*( 1+g'2)=2h, h= const. (1.6) 

Пусть х(О) =0 и х(О) >О. Тогда, в частности, функция x(t) моно­
тонно возрастает. Из (1.5) и (1.6) получаем, что 

л =- 2hg"I( 1 + g'2)
2

• 

Так как функция g" бесконечно много раз меняет знак при 
х-+ +О, то _множи~ль Л (t), являющийся гладкой функцией t, 
также бесконечно много раз меняет знак, когда t --)о- О. Законы 
динамики не позвоVJяют дать разумное определение движения точ­

ки с односторонней связью y~g (х) при t > О. 
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Вернемся к анализу общего случая. Для того чтобы реализо­
вать одностороннюю связь f (х) ~О, введем в рассмотрение Допол­
нительное силовое поле с потенциальной энергией 

V N ::ira f N/ 2/2, если f <О; 
\О, если f;;;;::: О. 

(1. 7) 

Движение свободной системы задается уравнениями Лагранжа 

(дТ/дх )-дТ/дх = F av Nlдx. ( 1.8) 

Дополнительная обобщенная сила ( V N)' непрерывна, но я1вля­
ется лишь кусочно-гладкой. Однако ее компоненты непрерывно 
дифференцируемы, в частности удовлетворяют условиям Ли.пши­
ца, и поэтому для уравнений ( 1.8) справедлива теорема существо­
вания и единственности решений. 

Теорем а 2 [21 J. Предположим, что внешние силы F потен­
циальны и пусть х (t), O~t~a*, - движение систе.мы с односто­
ронней связью f (х) ~О и начальны.ми данньснu, удов.~етворяющu­
ми соотношениям (1.4). Предположим, что имеется не более одно­
го 'ТЕЮ, а*), такого) что f (x(t)) =0 при O~f~,; и f (x(t)) >О 
при т<t~а,<а*. Тогда если xN(t)- движение системы (1.8) с 

теми же начальными данными х (О) и х (О), то для достаточно 
больших N оно определено при O~t~a и стремится на этом интер­
вале к функции х (t), когда N-+ оо. 

Это утверждение можно доказать методом работы [70]. Под~ 
черкнем, что теорема 2 справедлива как в случае т=О (точка 
х (t) сразу покидает поверхность fy = О), та к и в с"1учае т. > а* 
(точка х (t) движется по поверхности f =О). Не исключено, что те­
орема 2 справедлива без предположения о потенциальности поля 
сил F. Аналогичный результат справедлив и в том случае, если 
вместо (1.7) ввести потенциа.1ьную энергию VN=exp (-Nf) и за­
тем устремить N к бесконечности. Это замечание может оказать­
ся полезным в аналитических исследованиях ввиду свойства бес­
конечной дифференцируемости функции V N· 

Проиллюстрируем теорему 2 простым примером. Рассмотрим 
движение точки единичной массы в плоскости х, у, причем в левой 
полуплоскости (где х~О) на точку действует сила с компонента­
ми О, -g (g=const>O), а в правой полуплоскости (где х>О) -
сила с компонентами О, g. Это силовое поле потенциально, но раз­
рывно. Если при t=f* точка попала на вертикальную прямую х=1 

=0, то ее состояние в момент времени t=t* принимается за на­
чальное для определения ее последующего движения в другой по­
луплоскости. Рассматривается движение с освобождающейся 
связью у";:3:0. Пусть при t=O точка имеет следующее начальное 
состояние: 

х = 1, у= О, х - 1, у= О. ( 1.9) 
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Т1огда имеем следующий закон ее движения: 

x(t)=t-1; y(t)=O, t<I, y(t)=g(t-1) 2/2, t> 1. 

В момент времени t= 1 точка покидает связь. 

(1.10) 

Освободим теперь систему от связи и заменим ее действие уп· 
ругой силой с компонентами О, ~Ny (у~О). В верхней полуплос· 
кости эта сила полагается равной нулю. Тогда решение новых 
уравнений движения с начальными данными (1.9) задается при 
t~l с.11едующими формулами: 

x(t)=t-1, y(t) _ (cosi1гN t-1 ). 
N 

Следовательно, при О t 1 точка движется в узкой поло~е 

-2g/N <у О, совершая колебания с большой частотой V N 
(рис. 15). Затем в некоторый момент времени т = 1 + O(N-112

) 

точна попадает на ось у= О, причем x('t) == O(N- 112
), y('t) == 

=О( N-112
). При t > 't точка будет двигаться по параболе в 

верхней полуплоскости. В пределе (когда N ~ оо) движение 
точки будет описываться как раз формулами (1.1 О). 

В работе [21] можно найти обсуждение других механизмов ре· 
ализации односторонних связей, основанных на эффекте присоеди­
ненных масс и введении анизотропного вязкого трения. 

Теорема 2 применима, разумеется, не во всех случаях. В зада­
че о движении точки по инерции с односторонней связью, граница 
которой изображена на рис. 14, также можно ввести потенциаль· 
ную энергию вида ( 1.7) и пытаться перейти к пределу в решениях 
«Полных» уравнений движения при N _,,.. оо. Однако в этом слу­
чае, по всей видимости, пре1дела не существует и поэтому .вопрос 
о сходе точки со связи не является корректно поставленным. 

Имея в виду подобного сорта возможности, Л. Прандтль пи4 

сал: « ... ,принимая во внимание получение ... законов при помощи 

предедьного перехода, не приходится удивляться, что в некоторых 

случаях решение становится неопределенным; простая рекоменда · 
ция ддя перехода ко всем этим случаям это - подождать с прем 

дельным переходом до получения результата, иными сдовами, до 

выпо.ТJнения интеграции. Только в том случае, когда и этот путь 

D 
х х 

Рис. 15 Рис. 16 
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nривел бы к неопределенному ответу, можно бы.по бы сказать, 
что nоста.вленный вопрос теряет свой смысл для абсолютно твер~ 
дого 1е.1а». 

§ 2. НЕУПРУГИЙ УДАР И СРЕДА l(ЕЛЬВИНА-ФОйГТА 

В .::r.инамике систем с односторонними связями нас интересует 
прежде всего явление удара. В этом параграфе рассмотрим вопро­
сы физической реа.1изации различных математических моделей 
теории удара в простейшей ситуации: тело массой т движется по 
инерuии вдоль оси х и в некоторый момент времени (скажем, 
при t=O) ударяется со скоростью v>O о неподвижную стенку 
(рис. 16). Уравнение односторонней связи имеет вид х~О. 

При t>O начинается процесс деформирования преграды и на 
·тело уже будет действовать сила сопротивления р. Конкретный 
вид си.пы р зависит от физичесяих свойств материала стенки. Для 
упругого материала p=~Nx, где х - величина деформации, а 
N - коэффициент (модуль) упругости. Ясно, что при больших 
значениях N тело т практически мгновенно покидает «запрет­
ную>> область х > О и будет двигаться влево с той же самой ско­
ростью v (в силу сохранности энергии). Эти простые соображения 
приводят при N-+ оо к математической модели абсолютно упру­
:rого удара. 

Однако реальные тела обладают вязкоупругими свойствами: 
в процессе деформирования происходит рассеяние энергии. В ме­
ханике имеется несколько различных моделей вязкоупругого по~ 
ведения материалов (модели Кельвина - Фойгта, Максвелла 
11 др.}, В простейшей из них - ~одели Кельвина Фойгта - сила 

сопротивления р имеет вид -2kx-cx, где k и с - некоторые по­
ложительные постоянные, характеризующие физические свойства 
среды, заполняющей область х>О. 

Для того чтобы затем перейти к пределу в решениях уравнения 
движения, поv1ожим 

(2.1) 

Здесь N - некоторыА безразмерный параметр, который затем 
будет устремлен к бесконечности. Решением уравнення дви" 
жения тх = р с начальным состоянием х(О) и х(О) = v является 
функция 

(2.2) 

rде 

-k+Vk2-mc J
1
/N. 

),± = -------
т 

~ v 
11_..читаем 1 что сила, деиствующая со стороны стенки на движу-

щееся тело, всегда неположительна, т. е. стенка может выталки-
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вать тело, но не может его удерживать (что довольно естественнр 
с физической точки зрения). Из этого условия следует, что взаи­
модействие тела и прег,рады прекратится в момент времени t', коt-
да величина р (или х) сменит знак с отрицательного на положи­
тельный. Величина t' удовлетворяет уравнению 

•• 2 л+t' 2 ;.._1' 
x(t') = Л+е - Л_е = О. 

Отсюда получаем 

, т 1n (Л_/Л+) 

t = Vk2-c-,; V N , 

причем в случае комплексно сопряженных i.::: величину 
ln (L/Л+) следует выбирать таким образом, чтобы t1 было наи­
меньшим положительным числом. 

Скорость тела в момент времени t' вычисляется по формуле 

x(t') = vm (J,+/'+t' - л_/·-t'), 
2Vk2-cm VN . 

откуда получаем 

x(t') -vexp(-- k ln-). 
Vk2-cm "-+ 

(2.1) 

Положим v=ctn/k2• Величина v принимает дюбые положитель­
ные значения, причем '' близка к нулю, если диссипативные си· 
лы доминируют над упругими силами, и v велика - в противном 

случае. 

Из формулы (2.3) получаем 

x(t') = - v ехр (- -V-
1
-
1
_-, ln : ~ ~:-;,- } 

Пусть теперь N-+ оо. Тогда продолжительность соударения 
t'---+ О и в пределе получаем модель Ньютона неупругого удара 
.(см. введение, п. 5). График коэффициента восстановления 

e(v)- ехр (- 1 ln 
1 +V1

- 'V ) 

V1+-. 1-V1-'V 

е 

11---------::::: 

1 

Рис. 17 
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приведен на рис. 17. Его величина за" 
ключена в интервале (О, 1 J. Если k =О. 
то v= оо и е= 1. В этом случае удар 
будет абсолютно упругим. 

Отметим, что аналогичный подход 
развивается в монографии: В. Л. Ра• 
rульскене [29]: твердые тела заменяют" 
ся упруго-пластическими с соответствую" 



tµими конечными коэффициентами k, с и затем решаются уравне" 
Пия движения с учетом одностороннего характера ограничений. 
При этом в решениях уравнений движения не производится пре­
дельного перехода, и поэтому моменты удара имеют ненулевую 

длительность. Такой метод оказался весьма эффективным при ре" 
шении широкого круга задач с линейными односторонними свя· 
зями (см. [29]). 

В дальнейшем пользуемся упрощенной моделью, в которой 
u " 

предполагается, что взаимодеиствие тела с преградои проюсходит 

в течение всего времени пребывания тела в области х>О. Ясно,. 
что это время больше значения t1 из предыдущей задачи, и для 
моментов времени t> t' получаем физически абсурдную картину: 
стенка «удерживает» тело т, когда оно движется от стенки в от­

рицательном направлении. Таким образом, вторая модель не пре­
тендует на физическое обоснование теории удара. Однако (какпо­
казано ниже) в результате некоторого предельного перехода она 
также приводит к модели удара с трением, изложенной во в1веде­
нии, а простота получающихся при эrом формул позволяет развить 
эффективный :метод решения ряда задач устойчивости движения· 
в систем ах с неу держивающим и связям и (см. гл. 3). Идея метода 
состоит в следующем: односторонние связи заменяются средой 
Кельвина - Фойгта, и в решениях полученных уравнений движе­
ния совершается преде~1ьный переход, при котором коэффициенты 
упругости и диссипации некоторым согласованным образом уст­
ремляются к бесконечности. В пределе получается движение сис­
темы с неупругим ударом, причем характеристики среды Кельви­
на - Фойгта определяются по заданному с самого начала коэф­
фициенту восстановления. Такой подход позволяет при решении 
задач о движении систем с ударами использовать обычные диффе­
ренциальные уравнения динамики с дополнительными силами оп­

ределенного вида. Основным результатом здесь являются теоремы 
о преде.пьном переходе из § 3, позволяющие обосновать различ­
ные моде"1и удара в нелинейных системах. 

Представление о некоторых других методах исследования ди­
намики систем с ударами можно почерпнуть из добавления 1. 

Итак, предположим, что мы находимся в условиях второй 
модели. Пусть коэффиuиенты упруrо.:т:и и диссипации связа­
ны со~.тношением те> k 2

• Тог да решение уравн.ения движе-

ния тх = р с начальными условиями х{О)- О и х(О) =и удоб­
но записать в виде 

x(I) = v e-r.v NI sin ш V N t, 
(!) VN 

r де ш = V те - k2/т, Л с:: k/т >О. Через промежуток времени· 
Лt =те/.( ш 1/'jV) координата х снова станет равной нулю, а ско· 
рость х будет равна - ev, r де 

е = ехр {- тсl,jш). (2.4) 
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Пусть теперь N--+ оо. Тогда продолжительность соударения 
Лl --э-- О, и в пределе снова получаем модель Ньютона неупругого 
удара (см. введение, п. 5). Коэффициент восстанов.1ения дается 
фор:му.rюй (2.4). Он выражается через физические постоянные 
среды Кельвина - Фойгта. Если k=O, то е= 1" В это~r случае 
удар будет абсолютно упругим. 

Пусть теперь k2 >те. Тог да интересующее нас движение 
11ринимает вид (2.3). В рассматриваемом случае /-., и Л. - ве· 

1 

щественные отрицательные числа, причем /.± l'V VЛ' . Как вид­
но из (2.3). функция x(l) О при t >О и неограниченно убы· 
вает до нуля при t--')- + оо. Максимального значения она дос-

г- --
тиrает в некоторой точке t* ,...,, 11i1 N, причем x(t*) ,...., 1/1 1 .У. Сле-
довательно, при достаточно больших значениях N практичес­
ки мгновенно деформация достигает максимальной величины, 
.а затем происходит медленная релаксация к равномерному сос~ 

тоянию. В этом случае при N-+ оо получаем математическую 
модель абсолютно неупругого удара. В промежуточном вариан­
те~ коrда k2 -= те, в пределе также имеем абсолютно неупру· 
!'ИЙ удар. 

§ 3. ТЕОРЕМА О ПРЕДЕЛЬНОМ ПЕРЕХОДЕ 

Укажем некоторые возможности физической реализации теории 
удара с трением, основанные на выполнении предельного перехода 

в полных уравнениях движения. Заодно будут найдены условия и 
границы применимости основных соотношений теории удара. С 
этой целью освободим механическую систему от связи f~O и вве­
дем в области f<O дополнительные потенциальные и диссипатив­
ные силы. Положим 

\'N=O, если f~O и VN=cNf2/2, если f~O (c=const>O). (3.1) 
Потенциал V N порождает в полупространстве f <О «упругое» поле 
сил - cNfдflдxz, направленное к поверхности != {f (х) =0}. Силы 
вязкого трения определяются диссипативной функцией Рэлея -
неотрицательной квадратичной формой 

rt 

ф N = 11 N . ~ au(x)xi,~j• 
l, J=t 

(3.2) 

Силы трения, как известно, равны - дФN 1дх. Они линейны по 
скоростям. Из механики известно. что есл н система совершает 
движение в потенциа.1ьном силовом поле с потенциальной энер­

гией V под действием дополнительных сил вязкого трения с 
функцией Рэлея Ф, то вдоль каждого движения (Т + V)· = 
= - 2Ф. В модельной задаче, рассмотренной в § 2, функция Ре~ 
лея Фн равна k VN х2 • 

В форму~r~ах (3.1) и (3.2) присутствует безразмерный пара­
метр N, который затем будет устремлен к бесконечности. 
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С диссипативной функцией (3.2) связана билинейная форма 

п 

(6. ч) = ~ aii~i"f/J· (3.3) 
l.1-1 

Пусть {е;} - ортонормированный базис Rn={v} (относительно 
метрики <, >, задаваемой кинетической энергией), причем е1 сов­
ладает ~ вектором нормали n к поверхности ~' а е2, ... , еп дежат в 
касательной плоскости к L. Предположим, что 

(3.4) 

д.1я всех i~2. Это условие накладывает ограничение на вид дис­
сипату:вной функции ФN. 

В h~~честве важного частного случая рассмотрим диссипатив­
ную функцию Рэлея 

ФN - k N f =' k V N ~ дхt Xi . (3.5) V-( ')2 -(~ дf . )' 

Коэффициенты '1iJ в общей формуле (3.2) равны, очевидно, 
дf/дх:. дf/дхi, а билинейная форма (3.3) принимает вид произведе­
ния 

Так к~.к векторы базиса е2 , ••• , en лежат в касательной плоскости 
к 2:, то 

Следовательно, для любого вектора s каждое скалярное произве· 
дение 

(S, е,) ( :~ S) (:: е, )- i > 2, 

равно нулю. Поэтому для функции Рэлея (3.5) уС'ловие (3.4) заве­
домо выполнено. Отметим, что если движение происходит по по­
верхности f =const, то силы трения с функцией Рэлея (3.5) не 
рассеивают энергию. 

В области f~O движение механической системы описывается 
уравнениями ( 1.1), а в области f<O - уравнениями 

.!!.... ат - ат == F1 - av N _аФN 1 
dt д,~i дхi дхt дхi ' 

i п. (3.6) 

При заменах обобщенных координат обе части этой системы урав­
нений преобразуются по ковариантному закону. 
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Рассмотрим решение системы {3.6) с начальными данными 

х(О) =О, х(О) - v, причем 

- п дf f (О) О,. ~ - v1 < О. 
~ дхi 
l=l о 

(3.7) 

Следуя § 2, рассмотрим две модели взаимодействия точки с 
преградой ~. В первой (физической) модели предподагается, qто 
взаимодействие продолжается до тех пор, пока 

дV дФ а1+ 

< N + N _J >>О. 
д . J д .,.,, * 
х дх х 

(Э.8) 

Скалярное произведение ко векторов av Nlдx дФN/дх и дf !дх 
вычисляется в метрике, двойственной метрике <. > и задает­
ся матрицей, обратной к Кн· Условие (3.8) означает, что си­
ла реанции преграды может быть направлена лишь в сторону 
возрастания функции f. 

Во второй (упрощенной) модели предполагается, что взаи­
модействие системы с преградой имеет место во всей облас­
ти /(х) О. 

При достаточно малых t >О точка xtt) заведомо попадет в 
область f{x) <О. Оказывается, в момент времени tN - 1 Y~N 
точка x(t) перестанет взаимодействовать с преградой, причем 
при N ~ оо скорость v 1 в этот момент линейно зависит от У 
(v' А v), и собственные значения оператора восстановления Л 
можно выразить через физические параметры задачи. 

Рассмотрим ковектор р с координатами Pi= дf /дхl (О). Пусть 
<, >* - метрика в двойственном пространстве R11 ={р}, опреде­
ляемая матрицей, обратной к gii (О) (ер. с обозначением в форму-

2 
ле (3.8)). Положим lp!* =<Р, р>*. Пусть 'V'i, .". '\'п. - корни ха-
рактеристического уравнения laii(O)-vgii(O}!=O не 1 , ••• , en - со­
ответствующие собственные векторы матрицы llaij (О) 11 относитеJlь­
но матрицы llgii(O)ll. В силу условия (3.4) одНИ)·1 из собственных 
векторов является вектор нормали n к ~ в точке х=О. Будем счи­
тать, что е 1 =n. 

Пусть 

ln(Л_/Л...:J 
t' = --------v "I - с\р\: V~N 

c/pi 2 

.-, ,. 
'ii 

где А± - корни уравнения 

. 2 2 ' 12 о ,, + v1'· + !Р •с= , (:3. 9) 

причем в случае комплексных /,+ опять условимся величину 

ln(Л_//,+) выбирать таким образО)f~ чтобы t~ было наименьшим 
положительным числом. 
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Т е о р е м а 3. В рамках первой модели 
1) в интерва,1е времени O<t<tN, tN=t' +o(I/V N) функция 

f (х (t)) отрицате.1ьна, 
2) существует 

)jm XN(tN) = Л V, (3.10) 
N-oo 

.где Л - постоянный линейный оператор с собственными направле­
ниями е1 , ••• , ен и собственными значениями 

/,1 = - ехр (-
1 ln 1 + V1 -µ } Vr -11- 1-V1-fJ. 

i, =ехр (- } 2v / ln 1+111 µ 

"1v1 - /-'- 1-1f1-11-

Теорем а 4. Рассмотрим вторую модель11взаuмодействия тела с 

преградой. Предположим, что c/pl; > vr. Тогда 
1) в интервале времени O<t<tN, tN=1t/(wVN) o(l!VN). 

(\) = V clpl;- vi функt{ия f(x(t)) отрицательна и x(t N) Е ~' 
2) существует 

lim xN(tN) == Лv, 
н-оо 

где Л - постоянный линейный оператор с собственными направ­
.ленll'ями е1 , • • ,- , еп и собственны.ии значениями 

' ( 1t'f1 ) ') ( 27t'Yi ) л1 = - ехр - -;;-
1

• лi == ехр - ы • (3.11) 

Левая часть соотношения (3.10) равна как раз v' - скорос­
ти точки x(t) после удара. Таким образом, теорема 3 дает фи­
зическое обоснование аксиоматической теории удара с трением 
(введение, п. 9). Если Ф N ==О (диссипация отсутствует), то 
Л1 = - 1, /,1 -= . . . = ),п = 1 и (3.10) является основным соотно­
шением теории абсолютно упругого удара. При cJpl; < "Jr в рам­
ках второй модели не происходит отскока точки x(t) от по­
верхности ~; в этом случае удар будет абсолютно неуnру­
тим (ер. с задачей, рассмотренной в § 2). 

Обсудим более подробно случай. когда диссипативная функ­
ция Рэлея задана формулой (3.5). Покажем, что каждый каса­
·тельный к ~ вектор является собственным для матрицы 
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с нулевым собственным значением. Действите.1ьно, ес.1п вектор 
~=(~1,".,'Sп) касается 2:, то 

Поэтом.у 

... k ! дf дt " k а1 r I а1 .,. ) aiJl;J = -- -:.1= - 1 -. >;j 
. . дхi ах, дхj ' д.\j 
! 1 

о 

для всех значений i. Так как dimS=n-1, то среди корней v1t 

'\'2, "., Уп характеристического уравнения последние п-1 равны 
нулю. Поэтому оператор А оставляет на месте все касате.1ьные 
векторы к S в точке х=О, и, в частности, Л2= ... =Лn = 1. Таки~~ 
образом, для функции Рэлея (3.5) в пределе при N-"-oc получа­
ем классическую модель Ньютона для неупругого удара (введе· 
ние, п. 5). 

Теорема 4 установлена в работе [23]. Частный случа~"r функции 
Рэлея вида (3.5) рассмотрен ранее в [211 Доказательство теоремы 
3 проводится методом работы [23]. 
Лемм а 1 [30]. Пусть f (О) =0 и df (О) О. Тогда в о~рестностu 

точки х=О существуют локальные координаты х 1 , ••• , Xn, такие1 
что f (х) ==х1 и g11 (х) ==О для всех j~2. 

В римановой геометрии координаты с такими свойствами назы­
ваются полугеодезическими. Отметим, что в силу предположения 
(3.4) ан (х) ==О, когда j;;;:2. 
До к аз ат ель ст в о ,пе мм ы. Перейдем к новым координа­

там Q1, ••. , Qп по формулам 

Xk=cpk(q1, "., qп), l~k~n; ср1 (q)==q1. 

В новых переменных кинетическая энергия имеет вид 

ll . . 

К= _l ~ Aii( q)qiqJ. 
2 /, /= 1 

Оказывается, функции ср2, ... , <vп можно подобрать такиы образо:.г" 
чтобы А 1т=О для всех т?;::-2. Действительно, 

---

Поэтому 



Рассмотрим обыкновенную систему дифференциальных у.рав ... 
пений 

~ дтi · '- 2 ,.., atj - = - a1J1 J ~ , 
i~2 дql 

где ая1 - известные функции от ср1 =q1 и ср2, •.. , Cfn· Так как 

! aii 1 >О, i, j = 2, ... , п, 

то эту систему можно однозначно разрешить относительно произ­

водных дсрJдq1. Решая ее с начальными данными 

ЧJi (О, q2, "., qп) = qi (i~2), 

получим требуемую невырожденную замену переменных. 
Лемма доказана. 
Запишем в явном виде уравнения (3.6) в полугеодезических 

координатах: 

g11x1 + ~ 'I·k1(x)xпx1 = F1 -cNx1 -2VN а11х1 • (3.12) 
k. l 

Выполним замену времени "С =1/ N t. Обозначая штрихом 
дифференцирование по ,;, получим: ci> = ср' VN, ~ ~ ср" N. Вво­
дя малый параметр е с::: lГJ;' N, перепишем уравнения (3.12): 

" ' ~ 1 ! 1 

g11X1 ~: 2а11Х1 + СХ1 = - ."81 w ktXkXt в2F1 

'!. gнxi -: 2 ~ анх; = - ~ P~tx~x; + z2Fi, i > 2. (3.13) 
J :;,, 2 j";;., 2 

Выполним еще постановку xi = ezi (1 i < п). В новых пере~ 
менных Zt уравнения (3.13) примут следующий вид: 

о " о , е g11z 1 +2a1 1 Z1+cz1 ~g 1(z, z', '1', е), (3.14) 

~ g0 ·z" 1 2 ~ a0·z: ·- оО (z z' "С -) ,· .........._ 2 
- i/ 1 т ""- i/ / - t;.\J/ ' J t ~ ' " ~ ' 
j,,,2 j)>'l 

r де g?i = gu(O), a~j = aij(O), ei - r ладкие функции от %1, ••• 'Zn, 
1 1 

z1, • • • , Zn, -:: и е. Так как в начальный момент нового вре" 

мени xi(O) =О, х~(О) = е.~ 1 (0) = ~v,, то уравнения (Э.14) надо ре­
шать с начnльными данными 

(3.15) 

Наряду с системой у.равнений (3. 14) рассмотрим лин&йную 
систему 

(3. l 6) 

2 ~ а?11; =О. l > 2, 
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которая получается из (3.14) при е=О, и ее решения с теми же 
самыми начальными данными (3Л5). Из из1вестной теоремы о 
сравнении решений систем уравнений с мало различающимися 
пра1выми частями вытекает, что решения невозмущенной системы 
(3.16) аппроксимируют решение z (т, е) полной системы (3.14) с 
точностью до О ( Е) на любом фиксированном промежутке .време­
ни. 

Из), чнм более подробно решения линейной системы (3.16). Урав· 
нения д.'lЯ переменных z1 и z2, "., Zn разделяются, и их можно ре~ 

шать отдельно. Так как V1=lvn!, то искомое решение п~рвоrо 
уравнения системы (3.16) имеет следующий вид: 

_ !Vпl ( >.+t 'A_t) z1 - е - е • 
А+-)._ 

(3.17) 

где /1.±: - корни характеристического уравнения 

о '2 2 (). + о gi i'· + а111. с == . 

в о ! .о 1 1 2 силу равенств v1 = ао gн, 1 g11 = р!* они удовлетворяют 
уравнению (3.8). 

Из результатов § 2 (формула (2.3)) и теоремы сравнения вы­
текает, что в момент времени 

ln(Л_/Л+) 
t са -------- о 

~/- v ~ - с/р/; 1/-~ 

ускорение 

.• c)V N дФN д/ 
X1(t) == < + . , - > 

' дх дх дх * 

сменит знак и взаимод.ействие точки х с преградой прекра­

тится. Если vn- нормальная сосrавляющая скорости в этот 
момент, то 

\.' 
п 

·Следовательно, 

~ rt :::= ),1"n• /.1 a::s - ехр (- ---1 
- ln 1+V1 

- /J. ), 

~,r 1 - fl' 1 - V 1 - fJ. 

p.=clpl;/v~, - 1 ~ ),1 <О. 

(3.18) 

Решим теперь уравнения для z2, • • • , Zn. Так как матри-
· ца G = lig?1i1 положительно определена, а матрица А=- lla?ill сим· 
метри~.tна, то линейной заменой переменных z2 , •• • , Zn \-.. у1 , ••• , Уп 
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матрица G приводится к единичной, а А - к диагонаJ1ьной 
diag (v2, • • • , "n]· Ясно, что vt являются корнями характерис­
тического уравнения IA - "а\ =0. Так как функция Рэлея ФN 
неотрицательна, то все v1 >О. В новых переменных у уравне­
ния (Э.16) разделятся: . / 

Yt + 2vly, ==0, i > 2. 

•Решая их с начальными условиями у1(0) =О, у~= ui, получим 

' Следовательно. значение скорости Yi в момент времени 

равно 

( 

2 ~i 1 + v 1 - (J. ) 
ui ехр - V ln . 

'V1 t -1L 1 V1 г - -1-1-

Ясно,, что числа 

являются собственными числами ограничения оператора Л на ка­
сательную плоскость к :L в точке х=О. Теорема 3 доказана. 

§ 4. УСРЕДНЕНИЕ В СИСТЕМАХ С УДАРАМИ 

В дальнейшем нас уже не будут интересовать вопросы физи­
ческого обоснования теории удара. Поэтому, не оговаривая особо, 
мы будем использовать упрощенную модель взаимодействия точ­
ки с преградой (см.§ 2, 3). 

Теорема 4 дает возможность исследования движения механи­
ческих систе~1 с ударами на больших интервалах времени, основы· 
ваясь на испо.1ьзовании дифференциальных уравнений оuределен­
ноrо вида. Поясним эту идею на некоторых модельных задачах. 

Рассмотри~1 кдассическую задачу о движении точки между па~ 
раллельнымн стенками с абсО'лютно упругими отражениями. Ес­
~1и расстояние ~ежду стенками l медленно меняется со временем 
(l=f(et), где f гладкая функция, е - малый параметр), то 
произведение скорости точки v на расстояние l является адиабати­
ческим инвариантом: на временах t порядка в-1 справедливо не­
равенство ;t'(t)l(t)-v{O)l(O) 1 <се, c=const>O ,(введение, зада­
ча 5). 
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Результат об адиабатической ин­
вариантности произведения vl можно 
получить с помощью метода § 3. С 
этой целью заменим односторонние 

связи упругими силами с потенциалом 

V н=·Nх2/2, х~О; V N==O, O~x~l: 

(4.1) 
VN=N(x-l) 2/2, x~l. 

Рис. 18 Динамика точки будет описываться 
уравнениями Гамильтона с гамильто· 

нианом Н =у2/2 V N, зависящим от медленно меняющегося пара· 
метра l. При фиксированных значениях l получим интегрируемую 
систему с одной степенью свободы. Ее фазовый портрет изобра­
:жен на рис. 18. Хорошо известно, что переменная действие 

1 ns /(h) = 21t .! dxdy 

H-s;;h 

я1вляется адиабатическим инвариантом (когда гамильтониан Н 
медленно зависит от времени; см., например, [3, гл. 5]). Историчес­
ки этот результат сыграл важную роль в разв,итии кваwтовой меха­
ники: согласно пра1Вилу квантования Бора - Зоммерфельда пере-

u u 
менные деиствия полагались целыми кратными постояннои 

Планка. Основанием для такого правила было свойство «нечувст­
вительности» адиабатических инвариантов по отношению к «плав­
ным» изменениям параметров системы. 

Вычисления показывают, что в нашем с.т~:учае 

l=У2н l!т:+н/~/Лf. (4.2) 

Переходя к пределу при N ~ оо и замечая, что в этом случае 
2H=v2, получаем классическую формулу 1 =vl/rr,. 

Используя формулу ( 4.2), рассмотрим задачу об эволюции пе­
ременной 1 в случае, когда удар является почти абсолютно упру­
гим: коэффициент восстановления е< 1 мало отличается от 1. 
Предположим для простоты, что расстояние между стенками не 
меняется. Кроме упругого потенциала (4.1) введем еще силу со-

противления - 2kl/ N х· (х~О и x~l) с малым коэффициентом вяз· 
кости k. Для того чтобы сразу получить предельную формулу 

;(когда N~oo), будем пренебрегать членами 0_(1/1/N). Из (4.2) 
по.т~:учим 

. 
1= н 

.: V 2Н 
О, если О< х < l; (4.3) 

• 2zk v;v · 
1 = - х2, если х О или х > l. r-

;c }' 2Н 
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Воспользуемся принципом усреднения! применявшимся еще Гаус­
сом при анализе возмущений кеплеровых орбит планет (см. [3, 
гл. 5]). Для этого усредним правую часть уравнения ( 4.3) по пе­
риоду невозмущенного периодического движения 

x(l)= rv_ sin VN t, о< 1 < V~ ; x(t) ~о, v .v 

t 
l 

:~/~N v 

Значения функции x(t) указаны на ее полупериоде. Замечая, что 
при N--+ оо справедливы формулы 1 =t1l/n и Н =v2!2 {см" {4.2)). 
приходим к усредненному уравнению для скорости: 

• krc 
V= - --V2. 

l 
(4.4) 

При малых значениях k из формулы (2.4) получим, что kn= 
=-lne. Интегрируя (4.4), приходим к искомому закону эволю­
ции скорости 

v=vo!/[l-(lne) votJ. 

Так как Ine<O, то скорость медленно убывает. Согласно резуль· 
татам теории возмущений ([3, гл. 5]), эта формула удовлетвори­
те~1ьно описывает эволюцию движения на временах порядка 

1/(1-е). Поэтому (ввиду близости е к 1) здесь можно заменить 
lne на е-1. 

Применим этот результат для исследования более сложной за­
дачи об эволюции движения точки по инерции внутри окружности 
в случае, когда коэффициенты восстановления ударов с трением 
б.1изки к единице. По.1ожим для простоты массу точки и радиус 
окружности равными единице. В соответствии с рассмотрениями 
§ 3 введем: в области х2+ у2~1 поле упругих сил с потенциалом 

V,v=cN(x2+ у2)/2, c=const>O, 

1i диссипиативные силы с функцией Рэлея 

ФN-sk J/1V (av; ~~ bv~), 

где k=const>O, а, Ь - безразмерные положительные постоянные, 
е>О - малый параметр, Vn и v" - радиальная и касательные 
составляющие вектора скорости. При е=О будем иметь невозму­
щенную интегрируемую задачу с двумя степенями свободы 

центральное движение материальной точки по плоскости. Ее пер· 
выми интегралами будут полная механическая энергия Ни кине~ 
тический момент К точки относительно начала координат. Соста­
вим уравнения движения вида ( 1.1) и (3.6) и перейдем к перемен~ 
ныJt действие - угол невозмущенной задачи. Так как невоэмущен-
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ная задача невырожденна, то можно воспользоваться принципом 

усреднения и усреднить правые части невозмущенных уравнений 

по обеим быстрым угловым переменным (относительно обоснова­
ния этой процедуры см. [3, гл. 51). При N·_,,.. оо усредненные урав­
нения для медленных переменных Н и К принимают следующий 
вид: 

К= - вgаК ,_ Й = - eg [ (а - +)К"+ Ь Н} 

1tk 2Н >О. 
g= Vc- V 

2Н-К2 

(4.5) 

В переменных Н, К2 получим фазовый портрет линейной системы 
дифференциальных уравнений, у которой положение равновесия 
Н =К=О является устойчивым узлом (поскольку а1 Ь>О). 

Особенно просто система (4.5) выглядит в случае, когда Ь= 
=2а: функция Н/К2 является ее первым интегралом. Этот факт 
эквивалентен постоянству угла отскока точки от границы билли­
а рда. 

Коэффициенты восстановления можчо выразить через пара­
метры задачи с помощью формул (3.10). )1ействительно, для 
коэффициента восстановления по нормали ),n имеем 

(4.6) 

Из (3.10) и (4.6) получаем, что Лп= 1 ttkbe!Vc о(е). Для ко· 
эффициента восстановления по касательной получаем аналогич· 

но формулу: /,t - 1 -21tkaв!Vc + о(в). Если Ь = 2а, то),.,.= An+ 
о{е). В случае равенства Р-~1 = P\n\,. очевидно, угол падения 

ранен углу отражения. 

На фазовой плоскости переменных К2, Н движение может про~ 
нс ходить в обл а ст и 

2Н>К2~0. 

Эта область инвариантна относительно фазового потока системы 
( 4.5). Фазовые портреты изображены на рис. 19, а, 6, в. Все тра­
ектории входят в начало координат Н=К=О. Если Ь>2а, то они 
касаются прямой 2H=K2

J а при Ь<2а - оси К=О. 

Ь>2а Ь=2а Ь<2а 

н н н 

к2 

а о д 

Рис. 19. а) Ь>2а, б) Ь=2а, в) Ь<2а 
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На рис. 20, а, б изо­
бражены фазовые пор­
треты системы (4.5) в 
вырожденных случаях, 

кюгда один из парамет­

ров а, Ь равен нулю. Ес­

ли а= О, то через конеч­

ное время точка будет 

двигаться по окружности 

н 
а-о 

н 

а 

Рис. 20 х2 + у2 = 1 с постоянной 
скоростью. Если Ь =0, 
точка будет асимптотически 
этой окружности. 

стремиться к движению по диа~1ет,ру 

§ 5: НЕl(ОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ 

В области f~O снова зададим потенциальное си~1овое по.1е с 
потенциалом (3.1) и дополнительные силы 

п 

Ф~- 2VN ~a1j(x)x 1 , I i п, 
J=-1 

(5.1) 

линейные по скоростям. Матрица l!aiJ!\ уже не предполагается 
симметричной. Силы (5.1) будем считать диссипативными: 

~ Ф~хi <О. Это условие, очевидно, эквивалентно неравенству 
п 

~ aii(x)xixl О 
i, i=1 

или неотрицательной определенности uатпи11ы !lau + а1 ,11· Ес­
ли матрица l!aull симметрична, то силы (5 1) можно задать с 
помощью функции РзлеR (3.:2). 

В области f О движение системы описывается уравнениями 

!!:___ дТ _ дТ __ р. _ дV,v 
dt дii дх~ i дхz 

Ф~, 1 l п. (5.2) 

Рассмотрим решение x(t) системы (5.2) с начальными данными 

х(О) =О, х(О) = v, удовлетворяющими неравенству (3. 7). Вводя 
полуrеодезические координаты х1, • . • , хп (f =: х1) и выпол· 

няя подстановки t=в-ct xi=ezi (е= 1/VN ), получим систему 
уравнений, обобщающую (3.14) 

z', 't:,, е ). (5.3) 
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Рассмотрим сначала случай, когда 

a~i = О, j ~ 2; а~1 =О, i 2. (5.4) 

В этом случае невозмущенные линейные уравнения для z1 и 
о ( о )" z1, • • • , zn снова разделяются. Если cg11 > ан -, то для z1 по-

лучаем соотношения (3.17) (3.18). ..t~ожно проверить выпол· 
нение предельного соотношения (3.9), причем оператор Л пе­
реводит касательную плоскость к ~ в себя и в этой инва­
риантной плоскости он задается матрицей 

(
, 2-= 0- t А) 

ехр --- ) 
w / 

r де А == \\a~1 IJ, G = \\g~t!I; i, j = 2, . . , п. Так как матрица А 
в общем случае несимметрична, то Ат=+ Л. 

Если вместо (5.4) потребовать лишь выполнения равенств 

а~1 = О (i 2). то оператор Л уже не будет переводить каса­
тельную плоскость ~ в себя. хотя nо·прежнему вектор нор­
мали n будет его собственным вектором. В самом общем слу-
чае (когда аУ1 +О) при выполнении определенных условий бу­
дет справедливо предельное соотношение (3.9), однако при 
этом вектор нормали n н поверхности ~ уже не будет собст­
венным вектором оператора восстановления. 

В заключение отметим одно любопытное явлени~. При наруше-

нии соотношений (5.4) для некоторых скоростей х (О) =v, удов­
летворяющих неравенству (3.7), произойдет абсолютно неупругий 
удар (в пределе, при N-+ оо), причем одновременно будут су­
ществовать направления скоростей v, подчиняющихся (3.7), при 
которых точка х (t) мгновенно отразится от поверхности 2.:. Это 
явление имеет место уже для n=2, когда а21 =0, а а12 *0. 

ЗАДАЧИ 

1. Пусть 

Li = {х Е пn: fi(x) = U}, 1 i < т, 
регулярные гиперповерхности, попарно ортогона~1ьно пересека· 

ющиеся (во внутренней метрике <, >) в точке Х=О. Введем: 
функции 

О· 
' 

о, 

Ф { О, если /i > О; 
N-=::.s - • 2 

t ki V N i ( f i) , если f t <О· 
54 



Здесь Ni = const >О, ki = const >О. Пусть XN1 ". N m(t) - решение 
уравнений Лагранжа 

d дт дт т дV т дФ 

"" Ni _ "" ~i 
dt дх - дх = F - ~ дх - 1~1 дх 

t=1 -

с начальными данными 

п 

~ df 1 (O)vj <О, 1 i < т; 
~ д~· /=1 . 1 

САе для краткости набор N 1, • • • , N т обозначен через N. 
Доказать, что при достаточно больших значениях N1 через 

1<онечный промежуток времени tN точка xN(t) попадает в об-

ласть 

{xERn:f1(x)>O, ... , fт(х) О}, 

причем существует 

lim X(tN)-= v+. 
Ni"", Nт-оо 

Соответствие v-J-;:.v+ дает корректный закон отражения при 
кратном ударе. 

2. Вывести неравенства Карно из теоремы 4. 
3. Герц исс.~едовал статическую задачу о вдавливании твердо· 

го шара в упругое полупространство и показал, что при этом воз­

никает упругая сила, пропорциональная смещению, возведенному 

в с1епень 3/2. В соответствии с этим результатом заменим фор­
.му,11у (2.1) для силы сопротивления формулой 

р 
' . 3 2 - 2kx - сх , k >О, с > О~ 

Пусть x(t) - решение уравнения тх - р с начальными дан­

ными х(О) =О, .r(O)-i·-- >О. Через 't >О обозначим первый по· 
ложительный нуль функции x(t) и положим 

v+ = -~('t) <О, e(v) = -v+;v-. 

Доказать, что О< е < 1 и 

lim e(v-) =О, lim e(v-) == 1 
v---o i1--oo 

'(ер. этот ре!у льтат с экспериментальной зависимостью е от 
.скорости на рис. 13). 
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4. Для вязкоупруrой среды Максвелла смещение х и си" 
.па р связаны соотношением 

1 . . 
'lp + -р = х, 

с 

где коэффициент c(v) характеризует упругость (вязкость) среды" 
Следуя § 2, рассмотрите задачу об ударе тела о преграду, считая 
полупространство х~О средой Максвелла, и найдите выражение 
для коэффициента восстановления через физические параметры 
задачи. 



Глава2 

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ТРАЕКТОРИИ БИЛЛИАРДА 

БИРКГОФА 

Простейший класс движений биллиардных систем составляют 
периодические движения; их траектории, очевидно, замкнуты. На 
первый взгляд может показаться, что периодические траектории. 
не могут представлять реального интереса, поскольку лишь с ну­

левой вероятностью начальные условия движения будут в точнос­
ти отвечать начальным условиям периодического решения. Одна­
ко может случиться, что эти данные мало отличаются друг от 

друга. Тогда мож1но взять трае~ктор:ию периодического решения за 
начальное приближение и изучить поведение «возмущенных» тра-­
екторий в ее окрестности. Такой путь оказывает.ся весьма плодо­
творным. С другой стороны, согласно гипотезе Пуанкаре (пока 
не доказанной в полном объеме), в типичной ситуации периоди­
ческие траектории консервативных систем всюду плотно запол­

няют компактные поверхности уровня интеграла энергии. По мне­
нию Пуанкаре, особая ценность периодических решений заключа­
ется в том, что они являются единственной брешью, через кото­
рую мы можем проникнуть на территорию динамических систем. 

не поддающихся точному интегрированию ([66, п. 36J). 

§ 1. ТЕОРЕМА БИРl(ГОФА 

Напомним, что биллиардом Биркгофа называется динамичес­
кая система следующего вида. Пусть имеется замкнутая выпук­
лая кривая на плоскости. В области, ограниченной этой кривой. 
движется точка. Внутри области движение происходит равномер­
но и прямолинейно, а отскок от кривой является абсолютно упру­
гим (угол падения равен углу отражения). 

Интересными являются вопросы исследования периодических 
траекторий биллиа рда. Любой периодической траектории соответ­
ствует вписанная замкнутая ломаная. Числом звеньев траектории 
будем называть число звеньев этой ломаной. 

Условимся считать, что длина кривой биллиарда равна едини­
це (иначе воспользуемся преобразованием подобия с соответствv­
ющим коэффициентом, которое сохранит качественную картину 
движения). Введем натуральный параметр cpmod 1. 

Пусть последовательность точек q,1 , <р2 • • • •• <vп задает 
п-звенную периодическую траекторию биллиарда. Величины 
11>1. • • . , <fJn определены с точностью до добавления целого 
числа. Пусть они выбраны таким образом, что все разности 
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!(f)1- <J>1,. <р3 -<р1, ... , <vп - Ф11-1, <р~ - cpn заключены между О и 
1, где <р; = <р1 mod 1. Назовем целое число k =- <р;- <р1 числом 
оборотов периодической траектории вокруг кривой биллнарда. 
Очевидно, число k инвариантно связано с траекторией и 
O<k<n. 

В настоящей главе будет дано вариационное доказательство 
теоремы Биркгофа о существовании периодических траекторий 
билдиарда в следующей уточненной формулировке. 

Теор ем а 1. Пусть дана гладкая замкнутая выпуклая плоская 
.кривая, имеющая в любой точке ненулевую кривизну. Тогда для 
.любых п, ke::N; n>k существуют по крайней мере две 'геометри­
ческие различные периодические траектории биллиарда Биркго­
фа, имеющие п звеньев и совершающие k оборотов вокруг кривой . 
. для одной из этих траекторий соответствующая вписанная зам­
.кнутая п-звенная ломаная имеет максимальную длину среди всех 
6лизких вписанных замкнутых п-звенных ломаных. Если этот 1r~ак­
симум - изолированная критическая точка функции длины L на 
множестве п-звенных вписанных ломаных, то ломаная, соответст­

вующая другой периодической траектории, изолированным макси­
мумом функции L не является. 

Существование двух периодических траекторий установлено 
Виркгофом с помощью последней теоремы Пуанкаре: вся­
кое отображение двумерного кольца на себя, сохраняющее пло~ 
щадь и вращающее границы кольца в противоположных направ­

дениях, имеет не менее двух геометрически различных неподвиж­

ных точек [671 Эта теорема была высказана Пуанкаре. Ее доказа­
тельство дано Биркгофом (см. [42]). Ниже приводится вариацион­
ное доказательство теоремы 1 из работы [34J. 

Задача отыскания периодических траекторий сводится к неко­
торой вариационной задаче. Каждой замкнутой вписаы:ной п·звен­
ной ломаной можно сопоставить (неQднозначно) точку п-мерного 
тора Jn={ (ср1, .", cpn)mod 1}, где упорядоченный набор q;1, "., ЧJп 
представляет координаты соответствующих вершин ломаной. Сра­
зу виден произвол в выборе переменных <р: одной' и той же лома-

" нои соответствуют точки тора, отличающиеся друг от друга цик-

, .41ической перестановкой координат. 
Рассмотрим множество D={cpe::Tn:<pk QJk+i д.пя .1юбого ke::Zn}, 

где Zn - кольцо вычетов по модулю п. Нумерация элементами 
множества Zn взята для того, чтобы охватить случай <pп=<J>n+ 1 ==i 
==q> 1• На торе тп опреде.пена непрерывная функция L, сопоставля­
ющая каждой ломаной ее периметр, причем на области D функция 
]..,, очевидно, гладкая. 

Несложно заметить, что L перестает быть дифференцируемой 
в точках, принадлежащих множеству тп \D. В самом деле, пусть 
точка <pk проходит через ЧJk+i (см. рис. 21). Тогда длины всех 
звеньев ломаной, кроме звена q>k<pk+i, изменяются гладко, а длина 
звена <pk<pk+l с точностью до членов второго ~порядка малости по 

.( q:>k-<pk+1) равна 1 <pk-q>1i+1 I, где функция ! · 1 есть расстояние в ев-

58 



клидовой метр нке окружно­
сти Т 1 до нуля. Таким об­
разом появляется недиффе­
ренцируемость типа модуля 

.аргумента (х 1-+!xl ). 
Предложение 1 . 

.Любой п-звенной период и- 9'к 
ческой траектории билли­
.арда Биркгофа соответству­
ЕТ (неоднозначно) крити-
цеская точка функции L в Рис. 21 
.области D . и любой кр_ити-
ческой точке функции L в области D соответствует (однозначно) 
п-звенная периодическая траектория биллиарда. 

Следует заметить, что это утверждени~ фактически использо­
валj не доказывая подробно, Биркгоф [42J. Доказательство пред­
.J1ожения 1 сразу с.1едует из принципа Мопертюи для систем с 
упругими отражениями (см. введение, п. 8). 

§ 2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ БИРl(ГОФА 

Итак, задача отыскания периодических п-звенных траекторий 
~бил.лиарда свелась к задаче отыскания критических точек функ­
ции L в области D. Изучим сначала структуру этой области. 
Лемма 1. Область D состоит из (п-1)-й связной компонен-

7Ы, каждая из которых гомеоморфна прямому произведению ок­
ружности Т 1 и {п-1 )-мерного диска. 

Д, о к аз ат е .1 ь ст в о. Зададим непрерывное отображение g из 
·области D в Rn с.1едующим образом: точке (q> 1, "., q>n) ED сопо­
.ставим точку (0:1, ... , ап) e=Rn так, что 

~т =q>m+1-q>m, amE (О, 1), mE.Zп. 
n 

nvсть k(ci) = 1: r.im· Ясно, что множеством значений функции 
m=l 

k')g является множество { 1. 2, . . . , п - 1 }, так как величина 
k(g(q>)) есть число оборотов, совершенных замкнутой ломаной, 
,отвечающей точке q> Е D, вокруг нашей кривой. 

Функция: g, а значит, и функuия k cg непрерывна в D. Таким 
образом, об"1асть D яв.пяется несвязным объединением п-1 от­
крытых множеств D1, ... , Dп-1 - прообразов значений 1, ... , п-1. 

Легко видеть, что функция g отображает каждое сечение 
множества Dk (п - 1 )-мерным тором q>1 == const взаимно одно-

значно на множество точек п:, таких, что ат Е (О, 1). т Е Z11 ,: 

п 

~ ост - k. Последнее является (п - 1 )·мерным многообразием 
m:io:I 

с краем. Как пересечение выпуклых множеств оно выпукло и 
поэтому rомеоморфно (п - l)-мерному диску. Остается отметить,· 
что области DR. переходят в себя при поворотах {q>1 , . • . , (f>п) 1-~ 
(<J>1 + q>, . . . , q>п. + q>), q> Е Т1 • Лемма доказана. 
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Рис. 22 

Попытаемся применить к функции 
L на множествах Dk результаты тео­
рии Морса. Для этого нужно, чтобы 
при подходе к граниuе внутри любой 
из областей Dk функция L, например,. 
уменьшалась. 

Примерно такое явление имеет ме­
сто в действительности. Зафиксируем 
на кривой все точки q 1 кроме одной" 
скажем cpm, которую устремим к сосед-
ней (по номеру), например, к CJ)m-t 

(см. рис. 22). При этом изменяются лишь длины звеньев q>m-1cpm" 
q>тq>т+1, причем легко заметить) что 

rде i1'o - угол между отрезком q::т- 1 срт и касате.1ьиой к кривой в 
точке <рт, а 1}1 уго.п между этой касате,1ьной и отрезком 
q>mq>m+1· Значит, 

дL 
-- = cos &1 - cos &0 . 
д<рт 

Но при стремлении <рт к ЧJm-I угол 'fi'o стремится к нулю, и произ­
водная дL/дсрт становится отриuате~1ьной. 

Однако на этом пути возникают принцнпиа.1ьные трудности, 
когда точка границы области Dя характеризуется совпадением бо­
лее чем двух соседних координат ср1. Чтобы преодолеть эти затру д­
нения, «обрежем» области Dk по краям. 

Для каждого mEZn введем п-1 в-условий: 

1) lci>т-<f>m+1/>e; 
2) Если <f>rл+t лежит на наименьшей из дуr, ограниченных 

на кривой точками <f>m и CfJт+2, то l<J>m - <J>т-'-2j > Зе; 
3) Ее.ли fPm+ 1 и <J>m+2 лежат на наименьшей из дуг, ограни· 

ченных на кривой точками <f>m и <vт+з в порядке <J>m, GJm+1" 
41'т+2, <rm+з при одном из направлений обхода кривой, то 
IЧJm - <рт+зl > З2в. 
••«•11•••11•11••••···················"'· 

п-1) Если <pm+1, Cf>m+'). . . • ~ <J>т+п-2 лежат на наименьшей 
иэ дуr, ограниченных на кривой точками чУт и <pm+n-t в 
порядке <рт, <J>m+1, . . • , ЧJт-1-п-1 при одном 113 направлений 
обхода кривой, то l<vm -- cpm-;.-п-1 I > 3n -2в, где ё >О - неко­
торое малое чис.ло, величина которого будет уточнена 
далее. 

На рис. 23, а, 6 изображены ломаные, удово11етворяющие е -ус­
довиям, а на рис. 23, в "10~1аная не удовлетворяет ~-условиям 2) 
иЗ) (m=l). 
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а 

Рис. 23 
б в 

Пред.ложен и е 2. Пусть граничная кривая в любой точке 
.u.1t1,eeт ненулевую кривизну. Тогда существует такое бо> О, что для 
любого О<б<бо и для любых трех точек rp', rp0, rp", таких, что 
<ро лежит на наименьшей дуге, соответствующей точкам ер', q/' и 
выполняются соотношения lrpo-rp'i =б, lер"-ер'l·~Зб {см. рис.24) 
верно неравенство 

д([~'. (fll + IЧJ. cp"I) (2.1) 
:р=с+>о 

д\f 

где величина ; <f "-q/ 1 * равна длине дуги q{ epoq/', а за положи­
тельное направление изменения <р взято направление движения от 
ер' к ер0 по кратчайшей дуге. 
До к аз ат ель ст в о. Проведем окружность, которая имеет 

с нашей кривой касание второго порядка в точке <р0 • Зададим 
на окружности натуральный параметр q:>* так,, чтобы в точке 
·qt0 значение этого параметра тоже равнялось <р0 и ориентация 
окружности была та же, что и у исходной кривой. Тогда вы­
полнено соотношение j<p, <p*/-=- l<p - <p0l3 • «;:p11(q>-ep0); где <р, <р* -
соответственно точки кривой и окружности с одинаковыми 
значениями параметров; aq'IJx) - функция, непрерывная по обоим 

---...... 
Ориентация 

кри6ай 

Рис. 24 

Рис. 25 
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аргументам на множестве t:JJuE Т1 , хЕ [-Rmin• Rшin], где Rmtп -
минимальный радиус кривизны нашей кривой по всем ее точкам. 

Таким образом, для любоrо q:>, такого, что jq:: - ЧJol < Rmtn1: 
справедливо неравенство lq::, cr*I IЧJ- rp0l3 А, л де 

А max 
~'ет 1 

хЕ! -Rmin' Rminl 

Пусть а' - уrол между отрезком q:>'rp0 и касательной l к 
кривой в точке с:р0 ; а" - угол между отрезком q::"q:>0 и прямой 
l (см. рис. 25). Тоrда 

cos 2'' 
дlq:i. <f>"I = - cos а". 

Значит, для выполнения нер2!1венства (2.1) необходимо,. что­
бы имело место соотношение cos сх' > cos а". Так как уrол· меж-
ду отрезком rp1*q:>0 и прямой l равен половине yr ла с:р'"'О~р0 , вы­
полняются следующие равенства: 

' 1 1*0 ,• , 
сх. :c::s: - q:> «ro - fP tf ofP ' . 2 

Напомним, что l<ro - q,i'I ="' о, \rp" q:> '\* > 36. Можно считать" 
что [rp" - rp'I* - Зо; при этоw cos сх." может только уменьшаться. 

* Из треугольника <p'rp0rp' находим 

ср'*с:р0<р'.< Аб9/(б + о{б)) < 2А6~ 
при достаточно малых б. Аналоrично cp'1"'q,i0q:" < 2A6Z ·4. 

Кроме t'oro, если R'f>e - радиус кривизны исходной кривой 
в точке <р0 , то 

Итак, имеем 

cos rJ.
1 

- cos '1.'' > cos(б/(2Rr.p.) + 2Аб~) -
- cos(2б/(2Rr.pJ- 2А · 462

) > 3б2/( 8R~ax) + 0(()9
) >О 

при малых &. Здесь Rmax оо - максимальный радиус кривиз· 
ны. Предложение доказано. 

Обозначим максимальные подобласти областей D1e. в кото-

рых выполняются е-условия, символами D~. Теперь мы уже, 
готовы док&зать тот факт, что вектор grad L (имеется в виду 

евклидова ,метрика тора Т11 ) на rранице Dk направлен внутрь 
атой области дJiя любого k Е { 1, 2, . . . , п - l}. 

Возьмем е, удовлетворяющее неравенству О<е< 
,<min{З2-пo0 , З-n}, rде б0 бы.10 определено в предложении 2. Гра-
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ница об.1асти Dk характеризуется превращением неравенств в од­
ном или неско.пьких в-условиях в равенства. 

Пусть, например, равенство имеет место в в-условии 1) для не­
которого mE.Zn, а в остальных ус.11овиях стоят строгие неравен­
ства (см. рис. 26). 

Пусть для определенности Cf>m+1 =<рт е (случай q:>m=Q:>m+1 + е: 
рассматривается аналогично). Тогда внутренняя нормаль к грани-

це области D~ существует и имеет вид 

n = (о, ... 1 О, - l!V2, l/V2, О, . . . , О), 

где ненулевые координаты имеют номера т и т+ 1. Тогда 

дL 1 ( дL + дL ) 
дn = V2 - д<рт д<rm+J . 

Заметим, что 

дL =-( 
д<рт 

% ... 'Рп -1 

Рис. 26 Рис. 27 

В силу в-условия 2) имеем ! q:>rn·н-cpm-1 I >31 q:>m.+1-cpml =Зе. Тогда,,. 
положив Cflm-1 =q/', cpm=cpo, Cf>m+I =ер', мы будем находиться в. 
условиях предложения 2; таким образом, -дL/дсрт>О. Аналогич­
но дL/дсрт+ 1 >0. В итоге дL!дn>О. 

Таким же образом можно рассмотреть случаи, когда равенст­
во имеет ::v1есто в одном из в-условий 2), 3), и т. д. Остановимся 
под9обнее на в-условии п-1). 

Пусть 1n= l и выполняется соотношение 
(см. рис. 27). В остальыых в-условиях пусть стоят 
венства. Тогда внутренняя нормаль к границе D 

f 
;- -} n - - l/J 2 • О, ... , О, 11V2 . 

Имеем 

дL 

дn 

Произведная -дL/дср 1 равна 

д;<р1, ~21 

д<р1 

С{)п-ср~ =Зn-2s 
строгие нера­

им еет вид 
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В силу определения в верны неравенства 

21(})2-(})11 <2]<рп-<р1 ! =2·Зn-2в< l-Зn-2в= lrpп-<p1 ! *, 

где величина 1(})п-<р 1 1 * обозначает «расстояние» от <pn до <р1, изме­
ренное вдоль дуги, дополнительной к дуге <р1<р2 ... <J>п-~<рп. Положив 
'<J>m=cp", (})1 =<ро, ср2 =ср', мы опять оказываемся в условиях пред­
ложения 2, значит, -дL/дср 1 >0. Аналогично дL/дсрn>О. В итоге 
дL/дn>О. 

Особо нужно уделить внимание ситуации, когда сразу в нес­
кольких в-условиях достигаются равенства. В этом случае точка 

может лежать на «угле» границы D: и условие того, что grad L 
направлен внутрь области, имеет вид: 

дL!дn1 О, .", дL/дnt>O, (2.2) 

где n1, ••• , n1 - векторы нормалей, задаваемые в-условиями, в ко­
торых имеют место равенства. Неравенства (2.2) выполняются ав­
томатически в силу предложения 2 и в-условий. 

Осталось проверить, что у областей Dk при обрезании не 
изменилась топологическая структура. Рассмотрим еще раз 

отображение g: D--э.R~, определенное при доказательстве лем­
мы 1. Jlerкo видеть, что е-условия в пространстве R~ имеют 
вид: для всех т Е Zn 

1 *) Е <ат< l - в, 
2*) Эе <ат+ am+t < 2--- Зs, 

. . . . . . . . . . . . . . 
(n ---- l)*) 3n-2 

8 < «т +. . . am+n-2 < n -~ 1-- 3n-2 Е. 

Образ области D~ при отображении g есть пересечение вы-
пуклых множеств, задаваемых неравенствами 1 *), ... , (п 1 )*) 

п 

и соотношениями ат Е (О, 1 ), т Е Z11 ; ~ат= k, значит, он яв-
тс:::1 

ляется тоже выпуклым множеством и одновременно (п - 1)-мер­
ным многообразием с краем. Следовательно, он гомеоморфен 
диску. Так как в-условия 1 *), ... , (n - 1 )*) инвариантны отно­
·сительно поворотов (fPt, . . . , <рп/ \-+ (ср1 + fP, ... , fРп + fP), i:p Е Т1, 
заключаем, что g r<'меоморфизм · сечения области Dk тором 
q>1 == const на этот диск. 

Итак, все множества Dk rеомеоыорфны прямому произ­
ведению (п - !)-мерного диска и окружности. Вектор gradL в 
любой точке границы D~ направлен внутрь этой области, отку­
да в силу теории Люстерника-Шнирельмана [16] функция L 
имеет на D: по крайней uepe две критич~ские точки, причем 
одна из них будет максимумом. 

Критические точки функции L на ni не могут быть все 
изол11рованными максимумами. Действительно, иначе малой 
деформацией функции L можно было бы сделаtь зти точки 
невырожденными максимумами и при этом не добавить ноаых 
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критических точек. Эйлерова характеристика у областей D~ (как 
и у окружности) равна нулю, значит, ~(- l)лt'-л(L') =О, г.а.е 

ЛJ.0 

L' - резу ль тат деформации функции L (L' - функция Морса 

на D~), p.;.(L') - число критических точек индекса Л. для L' (см. 
(16]). Но если все критические точки L' - невырожденные мак­
симумы. то это равенство выполняться не может. 

Таким образом, критическим точкам функции L на D~ соот· 
ветствуют по крайней мере два геометрически различных пе" 
рflодических решения, совершающих k оборотов в заданном 
направлении вокруг нашей кривой. Конечно, если п не взаим· 
но просто с k, то может так случиться, что ломаная несколь· 
ко раз пройдет сама по себе и мы такое решение уже полу­
чали при меньших п. 

Примечательным я.в~1яется тот факт, что оценки количества пе­
риодических решений биллиарда, полученные Биркгофом {42J, и 
в теореме 1 совпадают, хотя получены совершенно разными мето­
дами. Это наводит на мысль, что, по-видимому, для любых п, kE 
e::N, n>k, существует биллиард Биркгофаt имеющий ровно два 
геометрически различных периодических решения, совершающих 

k оборотов вокруг кривой, имея п звеньев; по крайней мере для 
n=2, k= 1 это, очевидно, верно. 

§ 3. НЕl(ОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ 

Рассмотрим выпукu1ую область в R3• Ее граниuа Г гомеомор­
фна сфере S 2• Представим себе поверхность Г изнутри зеркаль­
ной и рассмотрим 11раектории луча света внутри нее. Оче1Видно, 
получившаяся динамическая система является естественным трех­

мерным обобщением биллиарда Биркгофа. Аналогично можно 
определить биллиарды более высокой размерности. 

Идеи доказательства теоремы 1 могут быть испо"т:rьзованы для 
оценки количества периодических траекторий в многомерных бил­
лиардах. Однако в случае размерностей больших чем два возни­
кает ряд новых трудностей. 

Первая из них состоит в невозможности опреде~11ить число обо­
ротов, совершенных периодической траекторией. Таким образом, 
отличать друг от друга траектории с одинаковым числом звеньев 

значительно сложнее; в частности, если найдена периодическая 
траектория, число звеньев которой не я:вляется простым, то нет 
никакой гарантии, что она не является несколько раз пройденной 
rраекторией с меньшим чис.1ом звеньев. 

Вторая, бо~11ее существенная, трудность состоит в том, что об­
ласть 

Dп={(ср1, .", cpn)e:Smx ." xSm:cpi=:;6q:>i+1, ie=Zn}, 

на которой функция L длины п-звенной ломаной является глад­
кой, имеет очень сложную топологичес1кую структуру, так что ис-
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следование геометрии области Dn становится наиболее содержа­
тельной частью задачи. 

Рассмотрим диэдральную подгруппу G п в группе подстановок~ 
Группа G n задается двумя своими образующими 

(1, 2, ... , n) (1, 2, ... , п) 
2, 3, . . . , 1 и п, п-1, . . . , 1 · 

Ее действие на Dn задается следующим образом: 

g(cp1, .", q>п) = (cpg(l), .", {f)g(n)); (f)jESm, ge:Gш 

причем при простом п действие Gn на Dn - свободное и естест­
венная проекция Dn-+ Dn/Gn является 2п-листным накрытием. 
Недавно И. К. Бабенко получил следующий результат: 

Теорем а 2. 1) Количество гео1петрически различных п-звен­
ных периодических траекторий многомерного биллиарда для про­
стых п оценивается снизу числом cat(Dn/Gn), где cat - категория· 
Л юстерника-Ш нирельмана. 

2) В случае трех,wермго биллиарда и простого п выполняются 
неравенства 

n~cat(Dn/Gn) ~n+ 1. 

Следствие. Трехл~ерный выпуклый биллиард имеет при про­
стых п не менее п геометрически различных периодических п-звен· 
ных траекторий. 

Отметим, что довольно просто можно оценить количество дву­
звенных траекторий трехмерного биллиарда. Действительно, со­
поставим каждой точке q> выпуклой поверхности Г, задающей бил­
лиард, длину отрезка [q>, cp 1J, ср 1 е:Г, ортогонального к Г в точке 
ер. Получаем г.1адкую функцию l на сфере S2. Типичным !{рити­
ческим точкам функции l соответствуют периодические траектории 
биллиарда. Функция l достигает максимума в некоторой точке 
ер Г""S2• Но тогда соответствующая точка ср 1 также является мак­
симумом для !. Аналогично l имеет два минимума на S 2• Так как 
эйлерова характеристика сферы S 2 равна 2, то l не может И:\fеть 
в качестве критических точек только два изолированных максиму­

ма и два изолированных минимума, следовательно, у функции l 
пместся еще одна критическая точка. Таким образом, мы пос1учи­
аи, что выпуклый тр~хмерный _биллиард в общем случае 1в1сет по 
крайней мере три двузвенные периодические траектории: «:макси­
мальную», «минимальную» и «седдовую». Отметим, что теоре~1а 2 
гарантирует существование лишь двух таких траекторий. 

§ 4. МАТРИЦЫ ГЕССЕ И ПУАНКАРЕ 

В cи.riy принципа Мопертюи каждой п-звенной периодической 
траектории биллиарда Биркrофа соответствует критическая точка 
функции длины L на торе тп. С другой стороны, периодические 
решения динамических систем являются неподвижными точками 

отображения Пуанкаре. 

6б 



Свойства 'Критических точек гладких функций характеризуются 
индексом Морса, а неподвижным точкам отображения Пуанкаре 
сопоставляют характеристические показатели, от которых зависит 

динамическая устойчивость траектории. Оставшаяся часть этой 
главы посвящена описанию связи между этими двумя характерис­

тиками периодической траектории биллиарда. 

Пусть <р~, <:pg, <pg, . . . некоторая траектория биллиарда Бирк-
rофа. Очевидно, она однозначно задается углам и <рУ,. c:pg, если 
взять их за начальные условия. Таким обра:ом, движение сис-

темы характеризуется последовательностью точек ( <р~, ер~), (ер~, 
{pg),. . . на торе Т2 = {(<р1 , ер2) mod 1 }. 

Пусть имеется п-звениая периодическая траектория с началь-

ным условием ( <р~, с:р~) Е Т2 • Рассмотрим отображение ~m: Т2 _,.. Т2 , 
сопоставляющее каждой точке тора точку, получающуюся пос-

, О О) 
пе п отражений от кривой биллиарда. Тог да lJ!" 11 ~ CF1, ер2 = 
=(ер~,. c:pg) и для рассматриваемого периодического решения 
q:rn является отображением Пуанкаре. 

Одним из важнейших понятий, во:::никающих при изучении 
неподвижных точек отображения Пуанкаре, является понятие 
невырождениости, введенное в (66]. 

Оп р еде л е ни е 1. П ериодич.еское решение с начальнЫ.iН .усло-
о о 

вием (rp1, q>2), имеющее п звеньев, называется невырожденнылt по 

Пуанкаре, если 1спектр "иатрицы llдWnjдcpll = Р в точке rp =(ер~,, <р~) 
не содержит единицы. 

Лt\атрнцу Р назовем лtатрицей Пуанкаре. 
Сразу возникает вопрос о корректности определения 1, 

поскольку в качестве начального условия можно брать точки 

( rp~, c:pg),, (c:pg, ч>2) и т. д. В данном случае корректность неслож­
но доказать непосредственно, но мы получим ее как одно из 

следствий теоремы 3. 
Хорошо известно, что критические точки r падких функций 

тоже могут быть вырожденными или невырожденными. Важ­
ность этих понятий особенно хорошо видна в теории Морса 
р 6]. 

Оп ред ел е и и е 2. Периодическая п-звенная траектория 
о о д " м (}1, •.. , (f11 называется невырож еннои по орсу, если в соответст -

вующей критической точке с:р0 € тп гессuан det 1\ д
2

L /jt i, i= J, ... , п, 
дrpiдfJ 

отличен от нуля. 

Это определение уже заведомо корректно, так как функция /_, 
сохраняется при циклической перестановке аргументов и, следо4 

вательно, не важно, какую (из п возможных) критическую точку 
на тп сопоставить данному периодическому решению. 

Одним из важных следствий теоремы 2 будет эквивалентность 
невырожденности (вырожденности) по Морсу и по Пуанкаре. От­
сюда, кстати, и будет следовать корректность определения 1. 
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Рис. 28 

...... 

' " \ 

Элементы матрицы Гессе l ld2L!дqJ2 j lв критической точке <poe:Tn 
можно выразить через характеристики кривой биллиарда и перио­
дического решения. 

Предложение 3. Пусть ,у, .... ер~ - критическая точка 
функции .длины L на 1 11

• Пусть R1,. . • • , Rn - радиусы кривизны 
" о о jl !) 

кривои в точках q>1,. • • • , СJ>п, а u 1, • • • , un - соответствующие 

«угльt падения» (см. рис. 28). Тогда при q> == ср• для всех l Е Zn 
верны следующие формулы: 

__ _..._ = s1n u 
1 

- -- , д2\fz, Ч>1+1I • Q ( sin&1 1 ) 

д'f7 j<p~, <f>~+1! R1 

д2 1ч>z, q>1+11 sin&1sin&t+i 
- ,; 

дf1дч>.+1 lч>~. 'q>7+11 

= SlП 1ч+1 О О -
д2IЧ>1,rp1+1I . Q ( sin&1+1 1 ) 

дtp~+l lftt <р1+1! R:+l . 

До к аз ат ель ст в о. Как уже было выяснено в § l, 

Имеем 

д(- cos tt,) . jl д3-1 ---- = SlП U[ -. 
д<рl д~l 

Найдем производную д&1/дrр1 • 
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Пусть окружность с центром 01 и радиус R 1 имеет в точ­

ке с:р1 касание второго поря.а.ка с кривой биллиарда. Пусть точ­
ка q>~ получила приращение Лс:р. Тогда Л&1 = а-р (см. рис. 28). 
где 

(1-
л~ sfn {)[ 

1~?, cp?+1I 
+ о(Лср) 

О О О О ЛАЛ - угол между векторами q>.+ 1, Q>1 и fP.+r,. fPt с:р; tJ -= q>/R1 + 
о о + о(Лq>)-угол ыежду касательными к кривой в точках<})! и Ч>t + 

+ Лq>. Таким образом, 

11 -- = s1nv1 a21q;,' 'Pz+1 I -- (s1·n с.1) 11"m сх - ~ • ~ ( 

дqif дql-"o Лrр 

Аналогично нахо.п.ится о 2[qч. q>.+1J/дq>f+1· Найдем теперь д2/q>1,, 
<pz+1 \/( дq>tдср1+1). Имеем 

дcos&z+I . д&1+1 
__ ___...._ = - SIП &1+1 --

дq>t а,, 

Дадим точке q>? приращение Л<р. Тог да Л&1+1 == - а, и, следо­
вательно,. 

д2l<JJ [, ер t+ 1 I 
д<р 1д<р l+ [ 

Предложение 3 доказано. 

sin 3 l sin &t+I 

1~?, q;?+1I 

В главе 5 нам понадобится следующее 
Следствие. Если критическая точка ср0е:тn функции длины 

вырождена, то как угодно малым изменением радиусов кривизны 
R1, ... , Rn ее можно сделать невырожденной. 

Действительно, легко видеть, что гессиан det 11д2L/дс.р2 11 имеет 
вид 

1 1 2 1 1 

l<fl~, q;~I 1 о о qi1, cp2I R1 sin &1 '· 1 о о <f 1, cp2I 
, . . . , о о 

l<f п, <F1I 
1 1 + 1 2 

о о ' lт~, '~' 1 о о R2 sin &2 
, . . . ' о 

l<f 1 • cp1I <fl2 • <JJзl n 

n sin2 &1 О, 
1 

о ' 1-1 
l<flg, Ч>~I 

' . . . ,, 
. . . 

1 1 + 1 2 

' ' о 
t о ' . . . '· l'f~-1 ' q;~\ lчi~. <JJ~I R" sin &" <flм q>1I 
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откуда следует, что он является многочленом степени п относи­

тельно величин 1/R1, .") 1/Rn с отличным от нуля коэффициентом 
при l/(R1 ... Rn). 

Если бы следствие не было справедливым, то целую окрестность 
в пространстве переменных R1, ···~ Rn этот многочлен отображал 
бы в нуль, что возможно лишь при условии тождественного ра­
венства его нулю. Полученное противоречие доказывает следст­
вие. 

Пусть q:>=q:>o, lEZn. Введем следующие обозначения: 

н 11 = 1/д::~, 1 ; i' j = 1 ' • " п. 
Таким образом, имеем 

1
. н =-, " 

Кроме того, положим 

а1, bl' О, . . • , Ь11 
Ь1 , а,,. Ь1, . . . , О 

О, Ь1 , а3 ,. • • • '· О 
. . . . . . . . . . 

bll, о, о, . . . ' an 

Рщ1 = :: (q>7, q>1+1) 11· 

nри п>З. (4.1) 

Пусть Ч' (q:>1, <1>1+1) = (tt>1+1, q:>z+2). Найдем элементы матрицы 
P1, z+1· Для этоrо достаточно вычислить производные дq>l+2/дср[, 
дq>i+2/дq:>1+1 • 

Иэ вариационного принципа Мопертюи следует, что 

т. е. 

(4.2) 
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Заметим, что в силу предложения 3 все величины Ь1, le.Zti, 
больше нуля. 

Легко понять, что матрица Пуанкаре Р равна Pn. 1 • .... • Р2. з · Р1, 2· 

Таким образом, 

det Р == П det Pz. z+• =-. П bz/b1+1 - 1. 

Значит, произведение корней характеристического уравнения 
'<iet (Р-ЛЕ) =0 равно 1 (эдесь Е - единичная матрица размером 
2 Х 2). Его корни Л 1 , Л2 называются мультипликаторами. 

Если они действительны и не равны по модулю единице, то пе­
риодическое решение называется гиперболически.м. Оно является 
неустойчивым. 

Если Л1 и Л2 не лежат на действительной прямой, то периоди­
ческое решение называется эллиптическим. Оно устойчиво в пер" 
.вом приближении. 

Если Л 1 =Л2=1, то решение вырождено по Пуанкаре. Остав· 
шийся случай Л1 =Лz=-1 назовем параболическим. 

В дальнейшем для сокращения обозначений будем отождест­
влять периодическую траекторию с соответствующей критической 
точкой функции длины L на тп. 

§ s~ МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ И ГЕССИАН 

Теорем а 3 [61, 351 Для всякого п-звенного периодического 
решения ep0ETn имеет .место равенство: 

det(P-E) =-det (-Нп) · (Ь1 · ... ·bn)-1• 

3 а меч ан и е 1. Теорема 3 верна для любых биллиардов, ог­
раниченных гладкой или кусочно-гладкой кривой, причем выпук" 
лость кривой не существенна. Важно только, чтобы кривая была 

гладкой в точках ер?, .", ер~. Радиусы кривизны R1, .", Rn при •вы­
числении матрицы Н n необходимо брать с соответствующими 
знаками в зависимости от локальной выпуклости или вогнутости 
кривой. 

3 а меч ан и е 2. Теорема 3 остается верной и в случае ненату­
ра.1ьного параметра f.P· 

Действительно, при доказательстве теоремы 3 выпуклость ни­
где не используется, а натуральность параметра была использова 4 

на лишь при вычислении элементов матрицы Нп в предложении 3, 
причем его формулировка к натуральному параметру не апелли· 
рует. 

Теорема 3 имеет несколько важных следствий. 
С л ед с т в и е 1. Н евырожденность ( вырожденность) по П уан· 

каре равносильна невырожденности ( вырожденности) по Морсу. 
Любой невырожденной п-звенной периодической траектории 

.qPe:Tn однозначно сопоставляется индекс Морса indep0 - целое 
число, равное количеству отрицательных собственных значений 
матрицы Hn. 
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След с тв и е 2. Невырожденная п-звенная периодическая тра­
ектория ср0 имеет гиперболический тип, если величина п-indq>G 
четна. 

В частности, 
а) индекс Морса невырожденной эллиптической четнозвенной 

периодической траектории биллиарда _: нечетный; 
б) если п-звенное периодическое решение, соответствующее 

максимуму функции длины L на тn (существование которо­
го обеспечивает теоре,ма 1 ) , невырождено, то оно является 
гиперболическим (в данном случае ind<p0 = 1n). 

До к аз а тел ьс тв о ел ед.ст в и я 2. Характеристический 
многочлен det(P-ЛE) стремится к +. оо при Л-+ + оо. При 
Л=I имеем 

sgn(det(P-ЛE))=-sgn(det(-H")(b1 ••• Ь")- 1 )== 

=(-1)11+1 sgn (det Hn)-=(-I)rt+l-ind ~·--1. (5.1) 

Значит, существует вещественный корень Л1 > 1. Следствие дока-: 
за но. 

Каждой п-звенной периодической траектории q>f} Е тn соот­

ветствует 2п-звенная периодическая траектория q>0 Е Т111, полу­
ченная из исходной "удвоением'\ т. е. прохождением 11ва ра­
за. Если траектории <р 0 соответствует матрица Пуанкаре Р" 

то траектории ,., очевидно, соответствует матрица Пуанкаре 
Р'. Таким образом, мультипликаторы q>0 равны квадратам 
мультипликаторов q>0, значит, периодические решения <р1 и <Р" 
одновременно являются эллиптическими и гиперболическими 

Траектория t 0 вырождена в том и только в том случае, еслк 
ср0 вырождена или ее мультипликаторы равны - 1. 

След ст в и е З (критерий rипер~боличности и эллиптичности). 
Невырожденная периодическая траектория <ро является гипербо-
лической (эллиптической) тогда и только тогда, когда {()о невы­
рождена и indcp0 четный (нечетный). 

До к аз ат ель ст в о следствия 3. Если ind q;-o четный" 
то в силу следствия 2 и четности числа 2п заключаем, что ср0, 
а следовательно, и q>0 гиперболичны. 
_ Наоборот t пусть q>0 гиперболична, тогда мультипликаторы 

<р0 действительны и положительны. Один из них больше еди· 
ницы, другой-меньше. Значит, sgn(det(P1-E))=-1, откуда в 

-о -
силу (5.1) (-1)2ri+t-ind<;i " - 1, следовательно, indq>0 -четный. 
Следствие доказано. 

Теорема 3 дает еще один критерий гиперболичности (эллиптич­
ности) периодической траектории. 

Следствие 4. Периодическая траектория q>0eтn является 
гиперболичной, если l2+det(-Hn)_·(b1 ••• bn)-11 >2, и эллиптичной~ 
если l2+ 1det(-Hn) ·(b1 ••• bn)-1 [ <2. 
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До к аз ат ель ст в о основано на простой формуле 
det(P-E) =2-TrP. Действительно, пусть 

р = 1 а, Ь 1 · 
с, d 

Так как detP= 1, имеем 

det(P-E)=ad-bc+11-a-d=2-TrP. 

Тогда в силу теоремы 3, TrP=2+
1
det(-Hn) (,Ь1 ..• Ьt1.)-1 . С дру· 

гой стороны, величина TrP равна сумме мультипликаторов. Зна­
чит, при !TrPI >2 траектория имеет гиперболический тип, а при 
ITrPt,<2 - эллиптический. 

Перейдем к доказательству теоремы 2. Следуя Маккею и Мей­
су [61], рассмотрим матрицу Hn (Л) следующего вида: 

л-чь1+Ь2) 

а1 , Ь1 , О" • • • , Л- 1 Ь.,.. 
Ь1 , а2, Ь1, • • • , О 

Н'А(Л) = О, Ь2, а1" •••• О , п > 3. 
. . . . . . . . . . . 

Очевидно, Hn(l)=Hn (см. _(4.1)). Пусть Л - мультиплик3тор 
и 

(5.2) 

Рассмотрим последовательность величин Vj, заданных индук­
тивно формулой 

В силу (5.2) имеем 

vn+t == AV1• и п+2 =- Лtl2. 

Покажем, что матрица Hn (Л) вырождена. 
В самом деле, положи~м 

Из соотношений 
Далее, имеем 

V={V1, ... , Vn)T, U=Hn(Л)v. 

(5.3), (4.2) ·легко следует, что 

(5.3) 

U2= ... =lln-1=0-

U1= 41V1 +b1v,+Л- 1bnUn=Л-1(a1vri+t +Ь1v"+2 +b.,..vn), 
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Откуда, используя .(5.3), (4.2), получаем, что и 1 =Unc::;;O. Та­
ким образом, Hn (Л)v=О н detHn (Л) =0. 

В силу равенства 
п 

detHn(Л) = det.Нn(l) + (}.-1)(-l)n-t П bj + 
1 

п 

+ (Л-1-1)(-l)n-I П bj = 0 
( 

имеем 

-detJ-Hn) (b1 ••• bn)-1 =2-Л"-Л-1 =det(P-E). 

Последнее равенство следует из того, что Ли л-1 - мультипли· 
ка торы и detP = 1. 

Теорема доказана. 

§ 6. УСЛОВИЯ УСТОЯЧИВОСТИ ПЕРИОДИЧЕСl(ИХ 
ТРАЕКТОРИЯ 

1. В качестве примера найдем тип (гиперболический или эл­
липтический) произвольной двузвенной траектории биллиарда 
~ряс. 29). 

Матрица Гессе Н2 в силу предложения 3 имеет вид 

1 
2/l - 2R1• 2/l 1 

2/l, 2/l-2/R1 ' 

где l == l<J>~, q>g\. Ь 1 - Ь1 - l/l, sin &1 -= sin ~, - 1. Несложно вычис· 
.лить 

1 4l 4l 4[! 
Tr Р = 2 + det (-Н,.) · - s:::2~ - - - + - . 

Ь1Ь2 R1 R2 R1Ra 

Пусть ·R2~R1, тогда имеем 
1) ITrPI <2 при 0<1l<iR1 или R2<l<R1 +~2; 
2) ITrP! >2 при R1<l<R2 или l>R1 +1R2. 
Таким образом, в силу следствия 4 теоремы З справедливо 
Пр ед л ожени е 4. Двузвенная траектория биллиарда Вирк­

.гофа при вь~полнении одного из неравенств ·l>1R1 +IR2 или R1 < 
< l<R~ имеет гиперболический тип, а в случае 0<l<R1 или 
R2<l<tR1 +~2 имеет эллиптический тип. 

Рис. 29 Рис. 30 
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Условия устойчивости двуэвен­
ной траектории в случае выпуклой 
rраницы были впервые получены в 
связи с задачами дифракции корот­
ких во.ли (см. [6]). Заметим, что 
предложение 4 вер·но и 1в случае на­
личия среди Rt и R2 отрицательных 
величин (см. рис. 30). В частности, 
если Rt и R2 меньше нуля, то 
l>O>R1+R2, и решение является 
ги·перболическим. 

·Используя критерий Сильвестра, 
несложно обнаружить, что при 

Рис. 31 

L(l-R1-R2)/(R1R2) <0, точка <р0 яв- ~ 
.ляется седл9вой для функции длины L на Т2, а если (J-R1-R2) / 
(R1R2) >О, то при l/R2> 1 точка ср0 - максимум, а при l/R2< 1-
минимум функции L. 

Зафиксируем радиусы кривизны R1, R2 и будем изменять дли­
ну l периодической траектории от нуля до бесконечности. Полу· 
ченные выше формулы позволяют проследить за динамикой муль­
типликаторов Л1 и Л2 на комплексной плоскости С={Л.} при изме­
нении l. Когда l--+ +:О, то Л. 1 , Л2 --+ 1. Будем увеличивать длину l. 
Тогда мультипликаторы начнут Д:вигаться по единичной окруж­
ности в разных направлениях. При ·l=tR.1 они столкнутся в точке 
Л=-1. Если R1<.R2, то при дальнейшем увеличении l ·мультипли· 
каторы продолжат движение по вещественной оси в противqпо­
.ложные стороны, оставаясь все время отрицательными числами. 

Это движение продолжается до тех пор, пока 1l<(R1+iR2)/2. В 
этом момент их «скорость» обращается в нуль, и затем они начи­
нают сближаться. При l=R2 они вновь сталкиваются в точке 
Л= 1-l и затем продолжают движение .по единичной окружности 
в разные стороны. Наконец, когда l='R.1 +l/(2, то они сталкиваются 
последний раз в точке Л= 1 и затем расходятся по вещественной 
оси. При ! --+ оо один из них уходит в бесконечность, а второй не­
ограниченно стремится к нулю (см. рис. 31). 

В частном случае, когда Ri =tR.2, после столкновения в точке 
Л=:-1 мультипликаторы остаются на единичной окружности и 
сразу же начинают двигаться в противоположных на:правлениях. 

2. Рассмотрим гладкую выпуклую кривую, инвариантную от­
носительно поворота плоскости на угол 2n/n (ne=N) относительно 
точки О. Вписанные замкнутые п~звенные ломаные, инвариантные 
относительно этого поворота, образуют однопа:раметрическое се~ 
мейство /. Функция длины L имеет на l по крайней мере две кри­
тические точки (минимум и максимум). 

Пусть ср0 - критическая точка функции L на /. Тогда ср0 также 
является критической точкой на множестве всех замкнутых впи­
санных п-зв~нных ломаных. Действительно, все п компонент гра­
диента дL/дq> в точке c:p0eI одинаковы, условие экстремальности 
L на 1 в точке ср0 имеет вид 
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п . 

~ дL (fP0)-0, 
i=l д!рj 

откуда дL/дср=О в точке ср0• 
Предложение 5. Пусть ср0 - n·звенная периодическая тра­

ектория, соответствующая критической точке функции L на !. Тог­
да следующие три условия эквивалентны: 

i) траектория ср0 гиперболична, 
ii) функция L 11 имеет в точке ср0 невырожденный максимум, 

iii) радиусы Ri кривизны граничной кривой в точках q>~, j= 
=tl, ... , п меньше радиуса окружности, описанной вокруг 
ломаной ср0. 

Замечание. Очевидно, все радиусы Rj равны между со­
бой и в силу выпуклост.и R1= . . . =Rn=R>O. В случае не­
выпуклой граничной кривой максимум функции Lf1 может не 
задавать периодическую траекторию биллиарда, так как звенья 
q>~q>1+i ломаной могут пересекать граничную кривую. Если все 
же кри1ическая точка q>0 Е1 функции Ll1 задает периодическую 
траекторию биллиарда и R<O, то, как легко показать (см. п. 4 
настоящего параграфа), траектория ср0 также гиперболична и 
минимальна. 

Докажем сначала равносильность условий ii) и iii). Пусть 
радиусы кривизны граничной кривой в ~очках q>1 равны R. yr· 
лы между звеньями «1'1•J+t и касательными к rраничной кри­
вой в точках q>~ ( «уг~11ы падения») равны ~. длины звеньеJJ 

' q>~cp7+t равны l. 
Используя предложение 3, получаем, что матрица Гессе Н n 

в точке q>8 имеет вид (4.1). где 

2 sinЧ) 
a1---­

l 

2 sin & 

R 
ь _ sin2 3 
1- l (6.1) 

Точка q>0 является невырожденным максимумом функции Ll1 
тогда » только тогда, когда выполняется соотношение 

етНпе<О, 

где ет= (1, 1, ... , 1) и Т - операция транспонирования. Имеем 

• / 2 sin i t ) ет Н "г = 2п s1n 3 \ l - R . 

Следовательно, критерием максимальности является соотношение 
O<R<Ro, где Ro=·l/(2sin1t). Как нетрудно убедиться, Ro равно 
радиусу окружности, описанной вокруг ломаной ср0. 

Доказательство равносильности условий i) и iii) опирается на 
вспомогательное утверждение, представляющее самостоятельный 
интерес. 
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Предложение 6. Пусть Л и л- 1 - мультипликаторы траек-
7ории ср0 и s=2l/Rsinr(}. Тогда 

Л+Л-1 =Qn(s), 

..г.де полиномы Qn связаны с хорошо известны.ии полиномами Че­

.бьtшева Т n соотношениями 

Qn(s)=2T n (s/2-1). 

В частности, имеем 

Q2(s) = s2-4s+2, Q3 (s) = s3-6s2 + 9s-2, 

Q 4 ( s) = s4-8s3 + 20s2-l 6s + 2. 

Графики этих полиномов приведены на рис. 32. 

2 

-2 

Рис. 32 

ze{-1, 11 

(6.2) 

Воспользуемся известной формулой 

Т n ( z) =cos (п arccos z), 

Следовательно, !Tn(z)l~l при lz!~l, 
при 

причем \ Т n(Z) 1=1 ЛИШЬ 

z=cos(kл/n), keZ. ,(6.3) 

Так как Т п - многочлен п-й степени и каждое из уравнений 
Tn(Z)=l, Tn(Z)=-1 имеет ровно п корней (с учетом кратности) 
в интервале -l~z~l, то при !z1>1 справедливо неравенство 
ITп(z)\>1. 

Следовательно, !Qn(s)1>2 при s>4 (когда O<R<Ro) и 
1Qп(s)l<2 при O~s~4 (когда R>R.0). Так как неравенство 
IЛ л- 1 1>2 является критерием гиперболичности, то равносиль­
ность условий i) и iii) следует из предложения 6. 

3 а меч ан и е. Из формулы (6.2) и (6.3) вытекает, что муль­
типликаторы периодической траектории биллиарда Биркrофа, ин­
вариантной относительно поворотов на угол 2n/n, вещественны и 
по абсолютной величине равны единице тогда и только тогда, ког­
да 

l/ (R sin {}) = 1 +cos(kл/n), ke.Z. 

При четных k эта траектория вырождена, а ~при нечетных k она 
имеет параболический тип. 
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Докажем теперь предложение 6. В силу теоремы 3 

Л + л-1 =2-det ( Р-Е) = 2 + det(-Hn) (b1 ... bn)-1, 

где матрица Hn имеет вид (4.1), а величины aj, bi удовлетворяют­
соотношениям (6.1). Положим Dn=det'(-Hn) (Ь 1 ••• Ьп)-1 • 

Несложно показать, что 

s-2 
' -1 , 

Dn= det О, 

. . 
-1 t 

-1 t о J • . ' J 

s-2 ' -1 • • . . ) 

-1, s-2 t • . . , 
. . . . • . . . . . . 

О, о . 
• • ' . 

s-2, -21 · D1~=det -2, s-2 

Установим справедливость соотношений 

-1 
о 

о , п>З. (6.4) 
. . • 1 

1 

s-2 I 

{6.5) 

Для этого воспользуемся рекуррентной формулой для многоч.пе­
нов Чебышева 

Т п+1(Х) :::: 2хТ п(Х) - Т п-1(х). 

Для многочленов Qп в силу (6.2) имеем 

Qп+1(s) = (s-2)Qп(s)~- Qп-1(s). (6.6) 

Для s 2t 3 равенство (6.5) легко доказать непосредствен" 
но. Пусть оно доказано для s < k. Необходимо показать, что 
Dk+1(s) = Qk+1(s) - 2. В силу (6.6) и предло•еиия индукции 

Qk+1(s) - 2= (s-2)Qп(s) + Qк-1(s) - 2 -

== (s - 2)(2 + DA(s)) - 2 - Dk-1(s) - 2. 

Итак, нужно проверить равенство 

D1r+a(s) = (s - 2)(2 + Dя(s))-Dk-1 - 4, k > 3. (6.7) 

Пусть В1, l<n, - определитель главного углового минора разме­
ра lX l матрицы, фигурирующей в формуле (6.3); примем, что 
Ва=О. 
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Раскладывая определитель Dm по строке, имеем 

Dm = (s - 2)Вт-1 -2Bm-2-2. 

Равенство (6.7) теперь принимает вид 

(s-2)Bk==((s-2)2 +2)Bk-1-3(s-2)B1-2+2Bk-з, k>З. 



Справедливость этого соотношения легко следует иэ формулы 

В1 = (s - 2)Bt-r - В1-2, 

которая получается после разложения определителя В1 по строке" 
Предложения 5 и 6 доказаны. 

3. Используя теорему 3 и предложение 3, можно получить об­
щую формулу, связывающую мультипликаторы периодической 
траектории с геометрическими характеристиками этой траектории 
и граничной кривой биллиарда. 

Пусть Ф1 , • . . , Q>n - п-звенная периодическая траектория, 
li. 1+1 - длины звеньев «J>;Q>1+1; ~ / и R3- соответственно углы 
падения и радиусы кривизны кривой в точках c:pj (см. рис. 33)" 
Положим 

В частности, L1, i+1=l,,1+1,Lн = .I l1. ;+1· Последовательность. 
1ez4 

о= {о1 , . . • , ok} элементов Z11 назовем возрастающей, если 
существует последовательнос1ь О< д1 < ... < Бk-t < п нату· 
ральных чисел, такая, что ai+t ==а1 +вJ; i=l, . . . , k-1. 

Пусть I01:1i множество возрастающих последовательностей 
в Z.,,., состоящих из k элементов. 
Предложение 7. Имеет место следующая формула: 

А+ ),-1 = (-1 )п (2 + ~ (-I)h ~ L.,.,-L.,., . .. L"h"' )· (6.8) 
k-1 k oE~k Ро1Ра2 ···Ра" 

Действительно, в силу теоремы 3 

л+л- 1 = Tr Р = 2 + det(~Hп)(b1 ••• Ьп)-1 • 

Используя предложение 3, правую часть этого равенства мож­
но представить в виде 

·Х 

2+ п lj, J+I det Х 
iEZл. 

1 1 1 1 -+---, -, 
lп, 1 1i, 2 Р1 l1, 2 

о 
1 

~ . . . ' 
ln, 1 

-•+_1 __ 1. 
11, 2 l2, з Р2 

1 
о , . . . , 

12 3 1 

. . . . . . • fl " • • • • 4' • • • 

1 
о, о,, ... , 1 +_!__ _ _!_ 

ln-1, n z •. 1 Рп 
-
l •. 1 t 
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Далее доказательство ведется по индукции, и мы его не при­
водим из-за громоздкости. 

4. Интересными свойствами обладают периодические траекто­
рии биллиар!да внутр.и многоугольника. Так как все радиусы R1, .", 
... , Rn в этом случае равны бесконечности, матрица Гессе Hn всег­
.Да неотрицательно определена. 

Рис. 33 Рис. 34 

В самом деле,. соответствующая квадратичная форма 
п I (Hn)iJXtXj имеет вид 

i, i-1 
~ (х1 sin 31+z1+1 sin 31+1)

2
• 

lEZ11 \qi~ • <1>?+1 \ 

Если п нечетно, то матрица Hn положительно определена, а 
если п четно, то Н n вырождена, так как имеет собственный вектор 
v:FO с нулевым собственным значением 

v = ' - , 
( 

l 1 

sin 31 sin 31 

1 • • • , - • 
1 1 )т 

sin 33 sin 34 

Более того, каждому четно-звенному периодическому решению 
-соответствует семейство периодических решений того же типа 
,~м. рис. 34). 

В случае нечетного п периодическое семейство будет сущест·во­
вать у «удвоенной» траектории. 

Рисунок 34 можно сделать более подробным (см. prtc. 35). 
Здесь пары четырехугольников ABCD и A'B'CD; A'B'CD и 
A"B'CD 1

· A"B1 CD1 и A"B1 C'D11
• А11'В 1С'D11 и A"B"C"D" симмет-, ' 

ричны относительно общих сторон; причем четырехугольник 
A"B'"C"D" оказывается результатом параллельного переноса 
ABCD вдоль прямой l=SR. Периодическое решение PQSR «вы­
прямляется» в последовательность точек S, R, Q', R', ... на l. С по­
мощью рис. 35 легко понять, почему любой периодической траек­
тории соответ.ствует периодическое семейство. Кроме того, ясно, 
что траектория PQR.S неустойчива. Действительно, траектория 
SR1, где точка R1 =FR близка к R, задаст прямую !1, которая со 
временем уйдет далеко от l. 
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с'' 

Рис. 35 

Итак, периодическая траектория биллиарда внутри много­
уrо.1ьника всегда неустойчива и имеет локально минимальную 
ДJ1нну на соответствующем торе тп, причем при четном п мини­
му:й вырожден. 

Мультипликаторы такой траектории равны {-l)n, что легко 
следует, например, из формулы (6.8). Действительно, в нашем 
случае величины р0 • равны бесконечности, следовательно, 

Л + А_-1 =(-l)n. 2. / 
В случае рассеивающих биллиардов ( биллиардов Синая [31]) 

.(см. рис. 36) все величины R1, "., R.n меньше нуля. Следовательно, 
периодические траектории таких систем имеют локально мини­

ма.11ьную длину. Тем же свойством обладают их «удвоения», зна­
чит, в си.11у с.1едствия 3 получаем следующий хорошо известный 
факт: периодические траектории рассеивающих биллиардов ги­
перболичны, следовательно, неустойчивы. 

ЗАДАЧИ 

1. 1V1ежду двумя параллельными стенками движется по инер­
ции выпуклое твердое тело; удар о стенки предполагается абсо­
лютно упругим (см. введение, п. 10). До­
казать. что для любого целого т сущест­
вует хотя бы одно периодическое движение, 
при котором тело за период совершит ·ров­

но т полных оборотов. 

2 Доказать, что число N (п) геометри­
чески различных периодических траекто­

рий биллиарда Биркгофа с числом звеньев, 
не прс>Еюсходящим п, удовлетворяет оценке 

1V ( п)>Зп2 /п2 О (n1nn). 

Указ а и и е: воспользоваться теоремой 1. 
6-44/ti 

Рис. 36 
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3. Доказать, что для выпуклого биллиарда в трехмерном про­
странстве справедлива оценка (И. К. Бабенко) 

N(n)~,n2/(2lnn) +0(n2/ln2n). 

Указ ан и е: воспользоваться теоремой 2 и асимптотической 
формулой для числа простых чисел, не превосходящих п. 

4. Пусть Г - гладкая регулярная кривая на поверхности кру­
гового ц:и;линдра П и 'У - круговое сечение этого цилиндра, орто­
гонально пересекающее Г ровно в одной точке. Рассмотрим билли­
ард на П с границей Г; ясно, что 'У - одна из периодических тра­
екторий этого биллиарда. Может ли она быть эллиптической? 

5. Доказать, что биллиард в остроугольном треугольнике име· 
ет хотя бы одну периодическую траекторию .(Г. Шварц). 



Глава3 

УРАВНЕНИЕ ХИЛЛА 

Генетический метод в динамике систем с у дарами, развитый 
в r л. 1, оказывается достаточно эффективным средством исследо­
вания устойчивости периодических режимов колебаний. В частно­
ст.и, с его помощью можно получить условия устойчивости перио­
дических траекторий биллиарда Биркгофа, обсуждавшиеся в 
гл. 2. 

§ J. УРАВНЕНИЯ В ВАРИАЦИЯХ 

В качестве модельной задачи раосмотрим движение матери­
а.пьной точки массы т в вертикальной плоскости с декартовьrми 
координатами х, у (ось у направлена вверх) не ниже кривой у= 
=f(x), где f - гладкая функция, такая, что f (О) =0, f'.(O) =0, 
f" (О) >О. Пусть g - ускорение свободного падения. Эта задача 
доnускает семейство периодических движений, при которых точ­
ка т остается все время на оси у. В качестве параметра можно 
взять скорости точки v в момент удара о кривую. В работе [197 
указан критерий эллиптичности этого решения: 

O<f"{O) <g/v2
• ( 1.1) 

Следуя методу гл. 1, заменим одностороннюю связь y~f(x) 
полем упругих сил с потенциалом 

VN=mgy, y?;3f(x); VN=mgy+·mN(y-f(x)) 2/2, y<f(x). 

Задача о движении точки т в поле с потенциалом V N имеет се­
мейство периодических решений периода Р: 

x"(t):=O, O<t<P; y0(t)= Nя (cos V N t -1) - _v sin V.Nt, О< t < 't,, 
-./ N 

y0(t) = vt - gt212. 't < t < -r; + 2vf g, 

"'= 
2
;-;-; arcctg (-~)' Р= 't 2v/g, 

t' N fJyN 

( 1.2) 

где v>O - величина скорости точки т в положении х=у=О. 
Ясно, что при N--+ оо периодическое решение ( 1.2) переходит в 
периодическое решение с ударами. 

При изучении фазовых траекторий в окрестности положения 
равновесия системы дифференциальных уравнений используют 

6* 8., 
•) 



операцию линеаризации: правые части заменяют линейными фор­
мами их разложений Тейлора. По свойствам характеристических 
чисел линеаризованной системы можно судить об устойчивости 
положения равновесия исходной нелинейной системы. При иссле­
довании устойчивости периодических движений также естественно 

воспо.пьзоваться операцией линеаризации. Пусть tl--+ z(t) - Р­
периодическое решение нелинейной автономной системы 

(1.3) 
... 

Положим z - z + oz. При малых loz! имеем разложение Тейло­
ра 

F(z) = F(~) rдF 

дz л 
z 

oz o(8z). 

Так как (~ )' = F(~ ), по И3 (1.3) в 
луч~ем уравнение 

линейн)м 

(бz). = А( t)Sz, А дF 

дz "' z (') 

приближении по-

( 1.4) 

Матрица А размера mXm, очевидно, Р-'периодична по времени. 
Линейные уравнения (1.4) называются уравнениями в вариациях 
исходного перирдического решения t 1-~z (t). Уравнения в вариа­
циях введены Пуанкаре [661 

Пусть квадратная матрица Q (t) является решением матрично­
го уравнения 

Q=AQ 

и Q(O) = Е. Ясно, что столбцы Q образуют базис в линейном 
прос rранстве всех решений уравнений (1.4). Матрица Л == Q(P) 
н 1зывается "иатрицей монодромии периодичесного решения z ( . ), 
ее собственные -~исла Л1 , • • • , Лт - мультипликаторами этого 
решения. Так как система (1.3) автономна, то один из мульти­
пликаторов всегда равен единице. Действительно, наряду с 

решением z(t) система (1.3) имеет решение ;(t :х), где С1. - про­
извольный вещественный параметр. Следовательно, справед­
ливо тождество 

d "' ("" ) - z (t+Cl.)=F z {t+o:) . 
dt 

Дифференцируя его по CJ. и полагая затем CJ. == О, получаем 
уравнение 

u = A(t)u, u = д; /да IGt=O· 

Понятно, что u(t)=(~ )'=F(; (t) ). Так как u( · ) нетривиальное 
Р-периодическое решение уравнения в вариацинх ( 1.4), то 

Лu0 = п0, п0 = u(O) = п(Р) =#=О. (1.5) 

Что и требова.пось П(;'Казать. 
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Количество единичных мультипликаторов увеличивается, если 
уравнения (1.3) допускают первые интегралы Ф (z), для которых 
точки периодической траектории z ( ·) не являются критическими. 
Этот результат принадлежит Пуанкаре [661 Его доказательствd 
несложно. Так как Ф - первый интеграл ( 1.3), то функция 

(v, бz), v(t)=дФ/дz/io 

- первый интеграл уравнений в вариациях ( 1.4). Общее решение 
линейной системы, как известно, имеет вид Q (t) с, где с - произ­
вольный постоянный вектор из Rm. С учетом ?-периодичности 
вектора v(t) и соотношения Q (О) =Е получаем, что 

(v0 , с) (v0 , Лс)=(Лrv0, с), v0 =v(0)=,·(P). 

Так как вектор с произвольный, то 

ЛТvо = Vo· 

Из тождества 

Ф - (дФ/дz, F) ===О 

вытекает очевидное равенство 

(v0, п0)=0. 

(1.6) 

( 1. 7) 

Покажем, что 'А= 1 - двукратный корень характеристического 
уравнения !Л-ЛЕ! =0. 

Действительно, разложим пространство Rm в пря:v1ую сумму соб­
ственных подпространств оператора Л: 

Rm = П1 GЭ П,,1 ЕВ • • • ЕВ П 1,k, Л/=1= /,j 1 при i =1= j. 

Предположим, что пространство П1 одномерно. Тоrда П1 яв­
ляется линейной оболочкой вектора u0 • В силу равенства (1. 7) 
вектор v0 ортогонален пространству П1 • Но вектор v0 ортого­
нален также любому из пространств П1,i. В самом деле, пусть 

uE Пл,- Тогда (А - ЛiE)mu=O. Таким образом, 

О== (v0, (Л ... ) 1 Е) 111u) =((А T_).tE)mv0, u) = (l-1.t)m(,·0 , u). 

Итак, вектор v0 :#:О ортогонален пространствам П1, Пл1 , • 

. . .• П,,kt следовательно, он ортогонален всеwу Rm. Полу-
чеиное противоречие означает, что dim П1 > 1. Получаем тре-
буемое. · 

В частности, если система ( 1.3) гамильтонова, то по меньшей 
мере два мультип.1икатора каждого из ее периодических решений 
равны единице. Один из мультипликаторов равен 1 из-за свойства 
автономности, а другой - из-за наличия интегра~r~а энергии. При 
этом используется очевидный факт, что на траектории периодичес· 
кого решения, не совпадающего с неподвижной точкой, функция 
Гамильтона не имеет критических точек. 
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Если среди мультипликаторов имеются такие, что [Л\ > 1, то 
периодическое решение z неустойчиво. Более детально с теорией 
ура~нений в вариациях можно познакомиться, например, по книге 
(141 

В нашей задаче уравнение для х-координаты имеет следующий 
вид: 

х = 8, У> f; х == N/'(x)(y-f), У</. 

Запишем уравнение в вариациях для периодического решения 
(1.2) 

(ох)"+ p(t)ox =О; 

p(t) = -N/"(O)y0(t), O<t< 't; p(t) =О, 't<t<.P. (1.8) 

Зависимость у0 от t указана в ( 1.2). Видим, что уравнение для 
бх отделилось и поэтому его можно изучать отдельно от полной 
системы уравнений .в вариациях. По поведению решений уравне­
ния (1.8) можно судить об устойчивости периодических колебаний 
.( 1.2) по отношению к смещениям в горизонтальном направлении. 

Линейное уравнение вида ( 1.8) с периодическим коэффициен­
том р ( t) общего вида впервые получено американским астроно· 
м.ом Дж. Хил.11ом в связи с задачей о движении перигея Луны и 
теперь носит его имя [55]. Дж. Хилл предложил метод решения 
эrого уравнения с использованием определителей бесконечноrо по­
рядка. Метод Хилла обсуждается в § 4. Обобщение теории Хилла 
на случай системы уравнений дано Д. В. Трещевым и С. В. Боло­
тиным; оно изложено в добав~11ении 2. 

Уравнение Хилла часто встречается в задачах об устойчивости 
периодических движений с ударами. В качестве еще одного при­
мера рассмотрим вопрос об устойчивости двузвенной ~периодичес­
кой траектории биллиарда Биркгофа: точка движется по отрезку 
длины l, периодически упруго отражаясь от кривой. Эта задача 
решена в § 6 гл. 2. Обозначим радиусы кривизны граничной кри­
вой биллиарда в концевых точках отрезка через R1 и R2 ; пусть 
R1~R2. Снова вводя поле упругих сил, получим уравнения в вари­
ацияхr аналогичных условию ( 1.8): 

~ + p(t)~=O. 
l vY-N v- v-

1

1 R;_ sin N t, O<t< «! N; 

p(t)= vJi N sin VN(t+'t), -i:<t<'t+ 11: _ • 't = 1t _ + !:_; (1.9) 

1 

R2 -v N VN v 

О. -.~N- <t<'t, -r+ 1t _ <t<-r+ ~ _ + .!:_. 
t J' VN VN v 
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Здесь v - постоянная скорость движения точки внутри биллиар· 
да Биркгофа; значения функции p(t) указаны на ее периоде. Ве­
личина 6 характеризует смещение точки в направлении, ортого· 
нально.м отрезку невозмущенной периодической траектории. 

Нас интересует поведение решений уравнений ( 1.8) и ( 1.9) при 
достаточно больших значениях N. Нетрудно подметить одно важ­
ное свойство периодического коэффициента р: эта функция отлич­
на от нуля лишь на небольших интервалах времени .(порядка 

1 /J/ N), причем значение интеграла 
р 

s p(t)dt 
о 

стремится к некоторой постоянной, когда N--+ оо. Это характер­
ное свойство обобщенной б-функции Дирака. Более точно, коэффи­
циент р в уравнении ( 1.9) является линейной комбинацией функ· 
ций вида 

"° (s)={V.NstnVN s, O<s<1tfVN; 
N О, для остальных s. 

Пусть <р - некоторая непрерывная функция времени. Тогда 

с. 

lim s q>(t)t-Lн(t)dt - 2<р(0). 
N-oo 

-оо 

Действительно, 

,- r./vн _ '!t _ 

V N S q>(t) sin V N t dt= J <p(-t/V N) sin -r d-t-+ 
о о 

:n: 

-;.. S <р(О) sin 't d-t = 2<р(О), 
о 

( 1. 10) 

когда N ~ оо. Как известно, б-функция Дирака определяется со­
отношением 

00 

S cp(t)8(t)dt q;(O), (1.11) 
-<» 

справедливым для всех непрерывных функций ер. Следовательно, 
согласно ( 1.1 О) и ( 1.11), µи--+ 26 при N __.,.. оо. Поэтому в пределе 
имеет место формальное соотношение 

00 

p(t) = "~"" 2ti [ R;- 10 (t + 2:
1

) + R;t О (t + <2п~!)! н (1.12) 

Аналогичный результат спра.ведлИJв и для коэффициента р в ура,в~ 
нении Хилла _(1.8). Эти наблюдения имеют решающее значение 

87 



при получении условий устойчивости периодических движений с 
ударами. 

В заключение этого параграфа укажем простое, но важное 

свойство мультипликаторов уравнения Хилла х: p(t)x=O. Это 
уравнение можно переписать в виде системы 

(~). - A(t) ( :), А= 
О, 

-р, ~ 11· 
( 1 .13) 

Заметим, что Tr А= О. Воспользуемся формулой .Л иувилля- Ос­
троградского 

t 

jQ(t)I = jO(O)J ехр .f Tr А ('t) d't. 
о 

Отсюда вытекает, в частности, что !Л] =1. Следовательно, харак­
теристическое уравнение 1Л-ЛЕ1 =0 имеет следующий вид: 

л 2 
- ал + 1 - О, а Tr л. (1.14) 

Оно является возвратным. Последнее обстоятельство является 
частным случаем общего результата Пуанкаре - Ляпунова о воз­
вратности характеристического уравнения для rамильтоновых сие• 

тем (см., например, [2]). 
Следует различать три случая: 1) lal >2; 2) lш! <2; 3) 1 а: =2~ 

Если /al>2, то характеристическое ураннение (1.14) имеет два 
действительных корня, из которых один (Л 1 ) по абсолютной вели­
чине больше единицы, а другой (Л2 ) меньше. Пусть е1, е2ЕR2 -
соответствующие собственные векторы. Любой вектор cER2 можно 
разложить по этим ,векrорам как по базису: с=с1е1+с2е2 • Следо­
вательно, каждое решение системы ( 1.13) имеет вид 

z [ ;] =c1Q(t)e 1 + c20(t)e 2 • 

В частности, вектор с=с1е 1 + с2е2 за время t=P перейдет в 

с1Л е1 + С2 Ле2 = с1Л1е1 + с2). 2е2. 

Итак, возникает линейное отображение плоскости R2={X, х} за пе­
риод Р, определяемое формулой 

(сн с2) J-+ (). 1сн Л 2с2). 

Оно является гиперболическим поворотом: так как Л 1Л2= 1, тоги­
перболы c1c2=const переходят в себя. В этом случае исходное 
периодическое движение неустойчиво; будем называть его гипер4 

болическим. 
Во втором случае Л1 и Л2 комплексно сопряжены и их модули 

равны 1. Поэтому можно положить Л. 1 =exp(ia)t Л.2 =ехр(-lа)~ 
аЕ R. Корню Л1 отвечает собственный вектор е 1 = s + i11, а корню 
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Л2 - вектор e2=s-i1J. Здесь s и 11 - некоторые вещественные ли­

нейно независимые векторы в R2={x, х}. Так как Лei=Лjej, то 

A6=6cosa.-11sina., A11=6sina. 11cosa.. 

Если с= с16 + C21J, то 

.Ас= (c1cosa.+c2sina.)6+ (-c1siчa.+c2cosa.)11. 

Эта форму.ла определяет линейное отображение 

(с1 , с,) J-;. (с1 cos а+ с2 sin а. -с1 sin а+ с2 cosa.), 

которое является поворотом вокруг начала координат на угол а~ 

Здесь все решения уравнения Хилла ограничены и периодическое 
решение устойчиво в линейном приближении. Это решение назы­
вается эллиптически.м. 

В случае ! а 1 =2 мультипликаторы Л. 1 и Л.2 совпадают. Они оба 
равны "1ибо 1, либо -1. Если Л. 1 =Л2=1 (а=2), то периодичес­
кое решение назовем вырожденным, а если Л1 =Л2=~1 _(а= 
=-2) - параболическим. . 

Пред,тJОженная классификация периодических решений совпа­
дает с к"1ассификацией неподвижных точек отображения Пуанка­
ре (§ 4, гл. 2). 

Отмети~1 еще, что периодические движения ( 1.2) являются ре­
шениями гамиаыоновой системы с двумя степенями свободы. Поэ· 
тому два их :\1ультипликатора равны единице, а остальные нетри­

виальные :\1у"1ьтипликаторы определяются как корни характери­

стического уравнения (1.14), отвечающего уравнению Хил"тш (1.8). 
Аналогичное замечание относится и к задаче о двузвенной перио­
дической траектории бил.11иарда Биркгофа. 

§ 2. КОНСТАНТА ЛЯПУНОВА 

Вещественная постоянная а в характеристическом уравнении 
( 1.14) называется константой Ляпунова. Как уже бы.по сказано~ 
ее значение определяет тип периодической траектории (в частно­
сти, свойство устойчивости или неустойчивости). А. М. Ляпунов. 
получил общую форму.1у для константы а, из которой можно по­
"1учить ряд важных результатов [27J. 

Построи:м матрицу решений уравнения Хид.па 

Q(t) = ~' 
с:р) 

'Ф 
. ' 

'Ф 
(2 .1 » 

где cp(t) и ~(t) 
ми 

решения этого уравнения с нача.1ьными данны--

q:(O) = 1. с:р(О) =О, 

'IJ(O) =О, ~(О)= 1. 

(2.2) 

(2.3), 



Следуя Ляпунову, функции <р и '1' можно получить в виде схо­
дящихся рядов. Для этого введем в уравнение Хил.па параметре: 

х - ep(t)x - О. (2.4) 

Разложим решения (2.4) в ряды по степеням е и затем пол:ожим 
:в= 1. Пусть, например, 

С1О 

<p(t. а) _ I «4'JL(t) в~ 
k=O 

- решение (2.4) с начальными данными (2.2). Подставляя этот 
ряд в .(2.4) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе­
нях е, ~олучим бесконечную цепочку уравнений для последова~ 
"Тельного нахождения коэффициентов <ро, с:р 1 , ср 2, ••• : 

if.o =О, cPi = pq>k-1 (k > 1 ). (2.5) 

Для этих функций введем следующие начальные данные: 

ср0(0)== 1, ~(О)=-0; q>k(O)=ipк(O)::O (k > 1). (2.6) 

Тогда, очевидно, для функции ер ( t, в) при всех значениях е будут 
выполнены условия (2.2). Из (2.5) и .(12.6) находим 

t f2 

<p0(t) =а 1. (f'k(t) == ,f dt1 f p(t1)'Pk-!(t1)t:ft1 (k>l). 
о о 

В последнем выражении интегрирование проводится по треуголь~ 
нику {t1, t2 :0~t2~t, O~t1~t2}. Меняя порядок интегрирования, по~ 
лучим 

Итак, 

t t 

ff /t(t) = s dt1 .f p(l1) ((Jk-1(/1) dt, == 
о f 1 

t 

= J (t -t1)p(t1) q>k-1(t1) dt1. 
о 

t 

cp(t, е) = 1 + ! J (t - t1) p(t1) dt1 + 
о 

t ti 

+ е1 J (t-t1) p(t1) dt1 ,f (t1-t1) p(ti) dtz + . 
о п 

(2.7) 

. . . (2.8) 

Исследуем сходимость этого ряда. Пусть suplp(t)1 =Nf. Так как 
r.po= 1, то из .(2.7) получаем неравенства 



t 

!cv1(t)I < S (t-ti) JJ;J dt 1 = iИt2/2! 
о 

. . . . . " . . . . . . . . . " 

. . . . . . . . . . . . . . 
Следовательноt степенной ряд (2.8) мажорируется рядом 

Mti /elk м1ti2t ( v-) 
Jel 2! + . . . + (

2
k}! + . . . - ch t М\е/ '· 

сходящимся для всех значений t и е. Согласно признаку Вейер­
штрасса ряд (2.8) сходится равномерно и абсолютно в любой ко­
нечной области на плоскости переменных t, е. Нетрудно проверить 
возможность поч.пенного (многократного) дифференцирования ря­
да (2,8). Поэтому функция <р (t, е), представленная рядом ,(2.8), 
действительно. удовлетворяет уравнению Хилла. 

Полагая е = -1 получим окончательную формулу 

t 

~(t) == 1 - J (t - t1) p(t1) dt1 + 
о 

t h 

+ .f (t-tJ)p(t1) dt1 J (t1-t2) p(t2) dt'l + . . . . (2.9) 
о о 

1 очно так жт.:: находится второе решение '\f ( t) с начальными 
данными (2.3) : 

t 

'f,(t> == t-S (t- t1) tJ p(t1) dt 1 + 
о 

t tt 

+ J ( t-t 1)p(t1) dt1 S (t1-t,)t2 p{t1) dt" + . 
о о 

. . . (2.1 О) 

Полагая в фор~1у~1е (2.1) i=PJ получим искомое выражение 
д.пя константы Ляпунова 

(2.11) 

91 



где 

р 

11 - р s p(t)dt~ 
о 

р f1 tk 1 

Ik -= j" dt1 S dt2 ••. S - dtk(P-t1+tk)(t1-t2) • 
о ~ о 

• . • (tll-1- t,,Jp(t1) . . • p(t ,,), k > 1. (2. 12) 

Из формул (2.11) и (2.12) получаем ряд важных следствий. 
Следствие 1. Если p(t)~O и p(t) Ф-0, то периодическое ре­

шение гиперболическое. 
Действительно, согласно (2.12) 1<0, а .(-l)·k/;;.~O для всех 

k~l. Поэтому с учетом (2.11) а>2. 
Следствие 2 (интеrра.льный признак Ляпунова [27]). Если. 

p(t)~O и 
р 

О <Р _\ p(t) dt .(( 4, 
о 

то периодическое ре~иение эллиптическое. 
Доказательство основано на использовании нераве:!ств 

(2.13} 

11>12>lз> ".>О, (2.14) 

которые выводятся из (2.12) и (2.13). С.1е..J.ова тельно, ряд 
2-/1 12-1з ." является знакочередующимся п J1оэто:му ддя ero 
суммы справедливы оценки 

2-11<а<2. 

Согласно (2.13) 0<11~4, откуда получаем, что ial 2. Выво~ це­
почки неравенств (2.14) :можно найти в кнш-е А. ~\i. Ляпу~-юва 
[271 

§ 3. УСЛОВИЯ УСТОНЧИВОСТИ 

Применим резу.пьтаты § 2 к задаче об устойчивости периоди­
ческих подскоков тяжелой :материальной точки ~ад кривой у= 
=f(x). Воспользуемся интеrра"1ьным признако:\1 ~lя:rунова _(2.13)" 
Согласно ( 1.8) для этого надо подсчитать 

. 
-Pf"(O)N S y0(t) dt,; (3.1) 

о 

где P:=2v/g+-c, 't (2/VN)arcctg(-g/(oVN)), а 

g ( ,rы ) v . -
)10(t) - - ,cos у N t-1 - --= SJП V.1V t. 

N, VN 
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Вычисленю~ ..Jaer 

- (7 <) f"(O) r g si~~' -g't + v(cos VN 't - 1)} (3.2) 

!ак как 

то при N-+ ,;.;:, ;:з (2.13) и (3.2) получаем достаточное условие 
э.плиптичносrн ·.) асс:матриваемого периодического движения с уда­
рами 

O<ft1 (О) <g/v2• (3.3) 

Это условие с')з;::адает с критерием эллиптичности ( 1.1) t найден· 
вым в работе [l 9]. 

Совпадение достаточного (3.3) и необходимого (1.1) условий 
устойчивости r.:риводит, между прочим, к известному результату 

Н. Е. Жуковскоr,J о невозможности увеличения постоянной в пра­
вой части неразенства Ляпунова (2.13). 

Применим теперь интегральный признак (2.13) к задаче об ус­
тойчивости двузвенной траектории бил.пиарда Биркгофа. Исполь­
зуя формулы (, 1.9) и переходя к пределу при N-+ оо, получаем 
достаточное ус-:овие устойчивости (в первом приближении) дву· 
звенной траект::;рии 

(3.4) 

В общем случае оно не является необходимым. Критерий устойчи­
вости двузвенно?: периодической траектории имеет следующий вид 
{см. § 6, гл. 2): 

(3.5) 

Условие (3.5) переходит в (3.4), если R2-+ оо. В этом случае фун­
кция р( t) в уравнении Хилла (1.9) имеет лишь один малый интер­
вал положительности (как в уравнении ( 1.8)). 

Условие устой ч:ивости (3.5) можно получить из неравенст­
ва Ляпунова lal < 2, r де выражение для посто11нной а дается 
форму лам и (2.11) и (2.12). Рассмотрим сначала частный случай,; 
когда R1== оо. Тогда p(t)=R11

}
1 Nsin11,_Nt,, O<t<1tГ111N, а при 

'Jt/V N < t ~ Р функция p(t) равна нулю (величину скорости v 
без ущерба общности можно считать равной единице). Ясно.: 

что l1=2PR 1
1, а для интегралов lя.,, k ;;..2, справедлива оценка 

(3.6) 

Длн доказательства этого неравенства воспользуемся форму­

лой (2.12) и оценками IP - t1 + tkl < 2Р, ltj - ti+1I < -rt/VN. по" 
следнее неравенство вытекает и:t того обстоятельства, что ин-
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теrрирование в (2.12) ведется лишь по малой области, где О< 

< tj< 7r/VN. Из (2.12) получаем 

/Jkj < 2Р ( тt -)ll-t 5 1 
N p(t,)dt1 ... ?' IN p(t,)dt1 = 

·J/N J 
11 \) 

= 4р { 21t )k-1 . 
Ri lR1J!rN 

Отсюда вытекает оценка (3.6). 
Согласно .(2.11) и .(3.6) 

а= 2-2PIR1 + O(liVN). 

При N-+ оо период Р-+ 2l и неравенство !а! <2 перейдет :в нера­
венство l<R 1 (отвечающее случаю R2=oo в (3.5) ). 

Рассмотрим теперь общий случай уравнения {1.9). Можно про~ 
верить, что 

lim 11 = 4l(R;1 + R;1 ), lim 12 = 4R1-1R;Ч2 
.• 

,V-+oo N-oo 

а интегралы 111 , k > 3,. допускают оценку 11 лl-< ( c!V Ni~-3 ,. с= 
== const >О. Поатому при N-'»- оо неравенство Jal < 2 примет 
следующий вид: 

\ 1 - 2l( я11 + R:;1) + 2R1tR;-1f2
) < 1. 

Оно, очевидно, эквивалентно (3.5). 
Тем же споообом можно полуqить условие устойчивости перио­

дического движения точки меж1ду вогнутыми стенками 1В поде си­

лы тяжести (ом. рис. 37). Пусть v1 (v2) - скорость точки в наи­
низшем (наивысшем) положении. Поскольку рассматривается дви­
жение с ударами, то предполагается, что v22=v 1 2-2gl~O. Условие 
устойчивости в линейном приближении имеет следующий вид: 
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1
1 - 2(v1-V2) ( 1 t'э) + 2(v1-V1)

1 
V1V2 < 1. (3.7) 

g R1 R 1 g2 RiR2 

Рис. 37 

Если i12 = О, то это условие эквивалентно ( 1.1). 
Устремим теперь g к нулю. В пределе будем иметь 
движение точки по инерции между двумя непод­

вижными стенками. В этом случае vi -- uJ i = 1, 
2, и v1-V2 = gl/v +,о (g). Г!ереходя в неравенстве 
(3.7) к пределу при g-0, по·лучим уже известное 
нам ус.повие устойчивости (3.5). 

Как уже было сказано в § 1, для периодичес­
ких траекторий с ударами при N - оо коэффици· 
ент р ( ·) представляет линейную комбинацию б­
функций Дирака. Так, например, для двузвенной 
периодической траектории р ( ·) справед.пша фор-



мула ( 1.12). Если подставить в выражения для интегралов 1 k эт0< 
формальное соотношение и воспользоваться неравенс11вом для кон­
станты Ляпунова 1 al < 2, то получим условие устойчивости (3.5). 
Аналогичный результат справедлив, конечно, и в самом общем 
с·лучае. 

§ 4. МЕТОД ХИЛЛА 

С точки зрения астрономических приложений наибольший ин­
терес представляет случай, когда 

p(t) = {10 + 2{11cos2t + 2&, cos 4t . . . . ( 4.1), 

Здесь '6·0, ·{} 1, ." - вещественные постоянные, причем ряд :Ео {}k аб­
солютно сходится. Именно этот случай исследован Хиллом в его 
работе [551 Тот факт, что период функции р ( ·) равен :тt, не имеет 
существенного значения: линейная замена времени tl-+ nt/P при-
водит уравнение Хилла · 

х + o(t)x- О (4.2) 

к уравнению с Р-периодическим коэффициентом. 
Тригонометрический ряд (4.1) можно представить в комплекс­

ной форме 

р == ~ &n e2lnt, &_n = &n. 
-оо 

Следуя Хиллу, ищем решение ( 4.2) в виде 

-x(t) = e\&t ~ bn e2int' (4.3) 
-оо -оо 

ПосJ1е подстановки в уравнение ( 4.2) найдем 

00 

~ (1-1 + 2ni)2 bn e<tt+2ni)t + 
. 00 

(~ 3ne••I')(~ Ьne'H2•t)t)=0. 
IJеремножая тригонометрические ряды и приравнивая нулю ко­

эффициенты при степенях ехр (2it), получим бесконечнуЮ систему 
u " 

линеиных уравнении 

(р. + 2ni)2 bn + ~ &т Ьп-т =-О, 

п = . . . -2, - ) , о, J, ..•. (4.4) 
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Разделим каждое из этих уравнений на {}o--4n2 (для обеспече­
ния сходимости). Система (4.4) линейна относите.пьно". b-n, ... , 
"", bn, ... ; ее определитель равен 

• . . . • • . . . . . . . . . . • . . • . 
(ip.+4)2-it0 &1 S2 &з 

42-&о 42_&0 42-so 
t. 

42_,ао 

&1 (iµ 2)2 -30 .&1 &2 

22-.&о 22-&о 22-s() ' 22-.&о 
Л(iр.) = (4.5) 

32 &1 (iµ)2-&o &1 

01_30 '· 02-fto '· 02_30 02-&о 

&з &2 &, (ip.-2)2-&o .-
211-&о 22-&о 22-&о 22-&о 

. . . • • • . • . . . . . . . . . . . . • • 

При µ =0 все диагона.11ьные элементы равны 1. Хилл наше.11 явную 
форму,11у для определителя ( 4.5): 

Л(i11) = Л(О) - sin2 (1tii:2) . ( 4.6) 
sin2(-stY&o/2) 

Корректность ее вывода была установлена впервые Пуанкаре 
{66, п. 185-188}. Доказательство обобщений равенства .(4.6) со­
держится в добавлении 2. 

Из формулы (4.3) видно, что x(t) отличается экспоненциаль­
ным множителем ехр (µt) от л;-периодической функции. Следова­
тельно (см. § 1), ехр (nµ) является мультипликатором рассматри­
ваемого решения. Таким образом, периодическое решение неус­
тойчиво (устойчиво), если µ является вещественным ,(µ=ia, 
ае: R и аФZ) числом. 

Коэффициент µ определяется из уравнения Хилла Л (iµ) =0. 
Основная трудность в вычислении µ заключается в отыскании зна­
чения определителя Хилла при µ =0. 

В теории устойчивости периодических движений с ударами 
функция р ( ·) является комбинацией б-функций Дирака. Рассмот­
рим в качестве примера случ.ай, когда 

p(t) А [ 1/2 + "k ~ ... /\(2x-2k")} А= const >О. ( 4.7) 

Уравнение Хилла ( 4.2) с таким коэффициентом совпадает с 
уравнением в вариациях для двузвенной периодической траекто­
рии биллиарда Биркгофа в частном случае, когда R2= оо 

1(см. § 3). Критерий устойчивости может быть получен из нера~ 
венства Ляпунова ,(2.13) 

(4.8) 
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Разложи~.'[ обобщенную :n;-периодическую функцию ( 4.7) в ряд 
Фурье 

p(t) = Л + 2 ~f ). cos 2nt. (4.9). 

Хотя этот ря.1 расходится для почти всех значений t, значение со­
ответствующего определителя Хилла ( 4.5) корректно определено 
при µ=О. Запишем этот определить в явном виде, полагая 'ltп=Л 
.(k=O, 1, 2 .. "): 

. . . . . . . * . . . . . . . 
1 А Л Л --- --- ---

4'-Л. 42_л. 42-Л 

л 
1 

Л /., 
--- -- -- . . . 

22-л 22 -л 22-л. 

1 1 1 1 
'А ~' л. 1 --- -- -- . . . 

22-л 21-J.. 211-л 

1 
. • . . . . . • • . . . • . . . . . . . 

Прибавляя к каждому столбцу определителя Хилла взятый с 
обратным знаком столбец, отмеченный звездочкой, приведем 
этот определить к диагональному виду. Следовательно, его значе· 
ние совпадает с произведением диагональных элементов: 

Л(О = п ( 1 л ) = (Поо 4n2 )' 
) n+o + 4п2-Л. 1 4п2-А. · 

Воспользуе:.tся очевидным преобразованием 

( 4.1 О) 

и формулой Эйлера 

sin z = Поо ( l _ __::__)· 
z 1 ~'п' 

( 4.11) 

Из (4.10) и (4.11) вытекает искомая формула 

Л(О) = ~·л _ . 
4sin2 ( 1ty Л /2) 

С учетом форму.}!ы Хилла (4.6) получаем уравнение на множи­
тель µ: 

sin2 
( 1ti"/2) = -rt2'л/4. 
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Ясно, что expnµФR тогда и только тогда, когда 

r:2'л/4 < 1. 

Это условие совпадает как раз с неравенством ( 4.8), являющим-
" ... 

ся критерием эллиптичности рассматриваемои периодическои тра-

ектории. 

ЗАДАЧИ 

1. Пусть p(t) - периодическая функция периода Р, которая 
при O~t~P является линейной комбинацией б~функций Дирака: 

т 

p(t) = ~ a}(t - 'tj), 
;-1 

где aj=const, т;Е (О, Р). Вычислить постоянную Ляпунова. 
От в е т: а=2-11 +12-."+ (-1 )m/m, 

где ip. . • . , i" - возрастающая последовательность k чисея 

из набора {1, 2, . . • '· m}; л,1' . . . ' лiк - длины интервалов. 

на которые разбивается окружность {t mod Р} точками -с\ .... 
• • • , -tiк mod Р. 

2. Найти усЛовия устойчивости прямолинейной четырехзвен­
ной периодической траектории, изображенной на рис. 38. 

\ 

Рис. 38 

3. Рассмотрим движение материальной точки в трехмерном 
пространстве R3 ={x" у, z} между двумя стенками, заданными 
уравнениями 

:z - f 0 + а1х2 + 2Ь1ху + с1у2 + о(х2 + у2), 

z = f0 ~ а2х2 - 2Ь2ХУ- с2у2 + о(х2 у2 ); / 0 >О. 

Удары предполагаются абсолютно упругими. Найти условия ус­
тойчивости (в линейном приближении) двузвенной траектории 
х=у=О, lzl~fo. 
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Глава4 

ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ЗАДАЧИ 

Уравнения динамики принято разделять на интегрируе~ые и 
неинтегрируемые. Интегрируемые системы имеют достаточно мно· 
го независимых первых интегралов (например, для полной интеr· 
рируемости гамильтоновой системы с п степенями свободы доста­
точно знать п интегралов, попарно находящихся в инволюции; 

см. [3, гл. 4]). В соответствии с этим можно выделить интегрируе­
мые биллиардные системы, обладающие полным набором незави­
симых интегралов. Мы укажем основные известные интегрируе­
мые биллиарды, а также некоторые способы их точного интегри­
рования и исследования качественных особенностей движения. 

§ 1. ЭЛЛИПТИЧЕСl(ИИ БИЛЛИАРД 

Рассмотрим движение материальной точки по инерции в облас­
ти евклидовой~ плоскости R2 ={x, у}, ограниченной э.JJлипсом 

х21а+у2/Ь=1, а:>Ь. (1.1) 

Предполагается, что удары о границу являются абсолютно упру­
гими. Эта динамическая система называется эллиптическим бил­
лиардом. Согласно Биркгофу [42, гл. VIIIJ эллиптический билли­
ард получается из известной задачи Якоби о движении по геодези­
ческим линиям на поверхности трехосного эллипсоида 

x'fa+y2/b 22/c=l, (1.2) 

когда одна из его полуосей (скажем, с) стремится к нулю. 

За,аача Якоби интегрируема: кроме интеграла энергии х2 +.tf2 

~ h уравнения геодезических 

x=tJ.X/a, ii=iry/b, z·=irzfb, X2fa+ . •. =1 

имеют дополнительный интеграл 

F= (х2/а2 y1 /b2 +z2/c2)(x2/a+y1 /b z2/c). (1.3) 
Справедливость этого результата можно проверить непосредст­

венным дифференцированием. Интеграл ( 1.3) впервые указан 
Иохимсталем. 

Выразим z через х, у из уравнения ( 1.2) и подставим получен­
ное выражение в ( 1.2). Нетрудно проверить, что существует 

lim cF/x,y= х2/а + у2/Ь-(ху-ху)1/аЬ· (1.4) , __ 
7• Щ) 



Эта ква J.ратичная no скоростям х, у функция является, Ко· 
нечн::>, интегралом для эллиптического биллиарда. При а Ь 
(коr да зллипс nревращ~ется. в окружность) получаем линей· 

ный интеграл момента ху-х у. 
Движение точки с упругими ударами внутри эллипса может 

быть исследовано с помощью метода разделения переменных. С 
этой целью рассмотрим в плоскости R2 ={x, у} семейство софо­
кусных коник 

х2 yz 
а+л + ь+л - 1 =О, а> Ь. ( 1.5) 

-а 

Рис. 39 

При фиксированных ненулевых 
значениях х, у график f как функ­
ция Л изображен на рис. 39. Урав­
нение ( 1.5) имеет два различных 
корня Л 1 и Л2, заключенных в ин­
тервалах (-Ь, оо) и (-а, -Ь). 
При Л1 =Л2 уравнение (1.5} задает 
эллипс, а при ').., = Л2 - гиперболу. 
Следовательно, через каждую точ­
ку плоскости R2 с иену левыми ко­
ординатами проходят ровно две ко· 

ники из семейства (1.5). Таким об­
разом, числа Л1 и Л2 могут быть вы­
браны в качестве новых криволи­

нейных координат в R2• Эти координаты называются эллиптичес­
кими. Они введены Якоби (см. [56, гл. 26]). Эллиптические коор­
динаты Якоби можно определить и в многомерных евклидовых 
пространствах. 

При Л=О получаем границу рассматриваемого эллиптического 
биллиарда ( 1.1). Так как материальная точка находится все вре­
мя внутри эллипса ( 1.1), то координата Л1 может изменяться от 
-Ь до нуля. 

Из (1.5) л·егко получить явные формулы перехода к эллипти­
ческим координатам 

" (Ь+Л1)(Ь+Л2) у· = -'--___ .....__ ___ 
Ь-а 

и выражение для кинетической энергии 
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Перейдем к сопряженным импульсам 

1'-А == дТ /д ~k 

( 1.6) 



и запишем выражение для функции Гамильтона 

н _ 2Л1 2+ 2Л2 2 _ 2h 
- f.11 Р.2 - . 

/,1-f,2 }2-)'1 

Переменные 'А, µ разделяются: 

Лkt..t~ - hl-к = т == const, k = 1, 2. ( 1.7)-

С учетом этого обстоятельства выпишем замкнутую систему 

уравнения д.пя Л1 и Л2: 

Л.k = 4 V Ф(Аk) / (/,1 -/- 2); k = 1, 2; ( 1.8) 

Ф(z) =(а z)(b z)(hz + 1). 

Переменные /.1 и /,2 изменяются в интервалах, где Ф ("лk) ~О. 
Возможны два основных случая: (A)-b<-1/h<O, 

(B)-a<-1f'h<-b. в пер1ВОМ из них 

во втором -

Рис. 40 

( 1.9) 

( 1.1 О) 

В этих предположениях точка движется в криволинейных облас­
тях, ограниченных софокусными кониками. Они изображены на 
рис. 40. 

](ак же происходит движение? Предположим, что в начальный 
момент времени выполнены строгие неравенства (1.9) или (1.10). 
Если при t=O в уравнениях (1.8) перед радика.аами стоит знак 
« + », то в последующие моменты координаты Л1 и Л2 возрастают. 
Это происходит до тех пор, пока "л 1 (или "л2 ) не достигнет макси­
мального значения. В этот момент времени соответствующий ради· 
кал в уравнениях (1.8) меняет знак и координата Л1 (или "л2 ) на­
чинает уменьшаться, пока не достигнет своего минимально воз& 

можноrо значения. И так далее. 
Из этих простых наблюдений можно вывести важное свойство 

траекторий эллиптического биллиарда: отрезки прямых, из кото· 
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рых состоит траектория (или их продолжения), касаются одной и 
той же софокусной с эллипсом коники. Этот результат эквивален­
тен известной «малой теоре.ме Понселе» (см. [41, гл. 17]). Его до­
казательство особенно просто выглядит в случае (А). Действи­
тельно, координата Л1 попеременно принимает свои крайние зна­
чения -1/h и О. При Л1 =0 происходит удар о границу биллиарда, 
а при Л 1 =-1/h мы находимся в точке касания отрезка прямоли­
нейной траектории с софокусным эллипсом 

(1.11) 

Рассмотрение случая (В) предоставляется читателю в качестве 
несложного упражнения. 

Перейдем от переменных Лх, Л2 к новым угловым переменным 
·ф1, 'Ф2 mod 2n по формулам 

''1 '-· 
"1' - те 5 dz 
't'l - ' 

•1 :t: V Ф(z) 
-Y/h 

~ -~s dz 2 
- 't1 :t: V Ф(z) ' 

-а 

(1.12) 

"С1 = Jo dz ' 't'2 

-Y/h -V Ф(z) . 

Эти формулы выписаны для определенности в случае (А). В слу­
чае (В) они аналогичны. Знаки пер~д радикалями в (1.12) выби­
раются в зависимости от направления изменения координат 'Лk· 

В новых переменных ,Pk mod 2n уравнения ( 1.8) принимают 
следующий вид: 

(1.13) 

где ffik=4:rt/'tk, а fk - 2n-периодические функции от ,Pk, получаю­
щиеся в результате обращения эллиптических интегралов ( 1.12). 

Уравнения (1.13) можно привести к еще более простому виду. 
Для этого перейдем к новым угловым переменным ср 1 , ср2 mod 2л: 
по формулам 

1: z 

F1(Z) J f1(~)de,. F2(z) = - J f 2{~) d~, 
о о 

1 
li = 2п Fj(27t). 1=11 +12• 

Эта замена переменных невырожденна ввиду легко проверяе­
мого тождества 
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В переменных ср 1 и ср2 уравнения (1.13) приобретают вид 

сР1.: _ Q10 Qk=шкll=const. (1.14) 

СJ1едовательно, qJk = Qkt +ер~. Эти формулы задают условно-перио­
дическое движение на двумерном торе Т2 ={ср1, ср2 mod 2п} с посто­
янными частотами 01 и Q 2• Области, изображенные на рис. 40, яв­
ляются проекциями тора Т2 на плоскость R2 ={x" у}. Если отноше­
ние Q 1/Q2 =;т:2/т: 1 рационально, то траектория точки в эллипсе зам­
кнута. В противном случае траектория заполняет указанные об­
ласти всюду плотно. Наличие инвариантных торов с условно-пе­
риодическими движениями - характерное свойство интегриру­
емых rамильтоновых систем (см. по этому поводу {3, гл. 4]). 

Нам осталось рассмотреть некоторые вырожденные случаи. 
Пусть 't=O. Тогда согласно (1.9) Л 1·=О и, следовательно, точка 
движется по границе биллиарда с постоянной скоростью в одном 
из двух возможных направлений. Итак, при "! =0 имеем два раз­
личных периодических движения; каждое из них, очевидно, устой­
чиво. 

Рассмотрим теперь другой крайний случай, когда 1/h=a. 
Здесь, наоборот, координата Л2 равна постоянно -, а, а Л1 может 
принимать любые значения. В этом ·Случае точка движется посто­
янно по меньшей оси эллипса. Такое периодическое движение 
также vстойчиво. 

Остается рассмотреть последнюю возможность: "{/h=b. Пока· 
жем~ что в этом случае каждая траектория последовательно про­

ходит через фокусы эллипса. Действительно, координаты Л1 и Л2 
изменяются в интервалах [-Ь, OJ и [-а, -Ь]. После отражения точ­
ки от границы эллиптического биллиарда координата Л1 начинает 
монотонно убывать, и поэтому через некоторый конечный или бес­
конечный промежуток времени ее значение станет равным -Ь. В 
первом случае согласно (1.6) х2 =а-Ь, у=О. Следовательно, в 
этот момент времени материальная точка будет совпадать с од­
ним из фокусов эллипса. Второй случай невозможен, поскольку 
точка движется равномерно по прямой и поэтому не может асимп­
тотически приближаться к фокусу. 

Покажем, что координаты Л1 и Л2 одновременно становятся 
равными -Ь. Действительно1 из уравнений ( 1.8) с учетом равен­
ства 'tfh=b легко вытекает, что 

(1.15) 

3Аесь Л~ и /,~ - некоторые начальные значения эллиптических 
иоор.11.инат /,1 и А2 • Если Л1 -Ь (Л2 =- -Ь),. то интеграл, стоя­
щий слева (справа) в равен с rве (l. l 5), расходится. Но тоr да 
должен расходиться интеграл, стоящий справа (слева)" что мо­
жет иметь место лишь при л 2 = Ь ().1 = -Ь ). 
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После того как траектория пересечет фокус эллипса, координа· 
та Л 1 начнет возрастать до значения Л1 =0. В этот момент проис· 
ходит удар, и затем снова Л 1 начинает убывать до значения /"1 = 
=-Ь. Координата Л2 одновременно с Л1 становится равной -Ь. 
и траектория пересекает второй фокус. Таким образом, при "{/h= 
==Ь траектория последовательно проходит через фокусы эллипса. 
Этот результат является предельным случаем 'Малой теоремы Пон­
селе, поскольку при Л 1 -э-- -Ь софокусный эллипс ( 1.11) презра· 
щается в отрезок, заключенный между фокусами. 

Так как сумма расстояний от точек границы до фокусов посто­
янна, то промежутки времени между последовательными прохож· 

дениями через фокусы имеют неизменную величину. Этот резуль· 
тат несложно вывести аналитически из уравнений ( 1.11). 

Геометрически очевидно, что отрезки ломаной траектории~ п:ро­
ходящей через фокусы~ при t -э-- оо неограниченно приближают· 
ся к большой полуоси 

у=О, txl<Va. (t.16) 

Отсюда, в частности, вытекает неустойчивость периодической тра· 
ектории (1.16) (когда Ь<а). 

Итак, при выполнении равенства ry/h=b среди се:мейства тра· 
екторий имеется периодическая траектория (1.16), а все осталъ· 
ные траектории являются двоякоасимптотическими. Наличие [,lад· 

~ u ~ 

ких семеиств двоякоасимптотических траектории - характерныи 

признак интегрируемых динамических систем (ер. с [3, гл. 61'~. 

§ 2. ИНТЕГРИРУЕМЫЕ БИЛЛИАРДЫ НА ЭЛЛИПСОИДАХ 

Якоби установил интегрируемостъ задачи о движении точюr по 
инерции поп-мерным квадрикам 

(2. l) 

Здесь A:Rn+l -1-- Rп+1 - самосопряженный линейный оператор$ 
Наиболее интересным является случай, когда оператор А положи­
тельно определен. Тогда уравнение (2.1) задает п-мерный эллип­
соид. 

Задача Якоби решается с помощью разделения перемею1ых 
([56, г.п. 26]). Для этого вводится конфокальное с (2.1) семеuство 
квадрик 

Пл={х Rn+1:<(A+ЛE)- 1 x, х>== 1}. (:2.2) 

Оказывается, через каждую точку Rn+1 с ненулевыми коорд~1на­
тами Проходят п + 1 квадрика (2.2), попарно пересекаясь под nря­
мым углом. Это обстоятельство позволяет ввести в Rn+t крИВt),ГIИ­
нейные координаты 

An+1 '~~;)'п < • · )2 < А1. 
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Они называются эллиптическими; значению Л.1 =0 отвечает исход­
ный эллипсоид (2.1). Оказывается, в координатах Лn+1, ... , Л2 на эл­
липсоиде (2.2) уравнения движения (являющиеся, конечно, урав­
нениями геодезических) разделяются. 

С геометрической точки зрения интегрируемость задачи о гео­
дезических на п-мерном эллипсоиде означает следующее: каса-· 

тельные прямые к геодезической линии квадрики (2.1) в Rn+1, про­
веден.ные во всех то1чках геодезической, касаются кроме этой квад­
рики еще п-1 конфокальных с ней квадрик, одних и тех ж~ для 
всех точек геодезической. Это знаменитая теорема Якоби - Шаля. 
По словам Якоби, она принадлежит «."к замечательнейшим теоре­
мам аналитической геометрии» [56, с. 185 русского перевода]. Уст­
ремляя к ну"1ю одну из полуосей э.плипсоида в трехмерном прост­
ранстве, приходим к малой теореме Понселе (см. § 1). 

Таким образом, кроме интеграла энергии задача Якоби имеет 
еще п-1 первых интегралов. Ими являются «номера» софокус­
ных квадрик, о которых идет речь в теореме Якоби - Шаля. Мож­
но показать, что они находятся в инволюции и в общем положе­
нии независимы. Геометрическое доказательство первого факта 
можно найти в статье [4, гл. ЗJ, а второй факт проверяется пря­
мым вычис.пением с использованием эллиптических координат. 

Итак, гами.т1ьтонова система, описывающая движение точки по· 
п-мерному эл.т~ипсоиду, имеет ровно п независимых инволютивных 

интеградов и поэтому вполне интегрируема согласно теореме Л uy-· 
вилля. 

Пусть 2: - кусочно-гладкая п-мерная поверхность, располо­
женная на э..,1липсоиде По и ограниченная некоторым числом со­
фокусных квадрик. С поверхностью 23 естественным образом свя­
зан биллиард: точка движется по геодезическим внутри 23 и упруго 
отражается от ее границ. 

Теор е ~1 а 1. Биллuард в 2.: - вполне интегрируемая дина1ии­
ческая система. 

До к аз ат е ~1 ь ст в о основано на том фактеt что интегралы за­
дачи о геодезических на п-мерном эллипсоиде являются интеrрз~ 

лами бил~1иардной системы в 2.:. Явное интегрирование осуществля­
ется с помощью эллиптических координат (ер. с § 1). В частном 
случае, когда n=З, устремим одну из полуосей к нулю. Тогда в 
пределе получим серию интегрируемых биллиардов, ограниченных 
софокусными кониками на двумерной евклидовой плоскости, 
(рис. 41). 
Л е м м а 1. Пред положим, что пря,иая 

l = {х Е nп+1 : х =Хо+ a't, 't Е R} 

пересекает квадрику Пµ в точке х0 и касается квадрики П". П усrь 
Г - касательная п-мерная плоскость к Пµ в точке х0 • Тогда прч_­
мая !1

, симметричная прямой l относительно Г, также касается той 
же квадрики Пл. 

105, 



Рис. 41 

Доказательство. Положим для краткости письма а"= 
= (А-ЛЕ)-1 • Точки пересечения прямой l и квадрики П).. находят­
ся из уравнения 

<а),(х0 a't), (хо+ а-с)>= 1. 

В силу предположения о касании l и П).. дискриминант этого квад· 
ратного уравнения должен равняться нулю: 

<а1.х0 , а> 2 -<а,,а, а>(<а,,х0 , х0>- 1)= О. (2.3) 

Нормаль к плоскости Г имеет вид n=aµx0• Следовате.:~ьно) пря­
мая /' задается уравнением x=x0 +a''t, где 

, 2<а, n> 
а =а- n. 

<n, n> 

Нам надо доказать, что равенство (2.3) сохранится после за­
мены а на а'. Подставив а' в (2.3), после очевидных преобразова­
·ви й получаем 

<а,.хо, аµхо>2<а. аµхо>-<алхо, аµхо>· 

· <а,_хо, a><af-Lx0 , а11_хо>+(<алхо, х0>-1). (2.4) 

· (<а,_а, аµхо> <аµхо, а!-'-хо>-

- <алаµХо1. a1.txo а, ар.хо>)= О. 

Справедлива формула 

a,,af-1- = ( а 1. - atJJ/(Л - fL). (2.5) 

Действительно, ,ввиду коммутируемости операторов а" и аµ 

а;-аµ =ал a:.t( ai;: 1 -а;:- 1 )=a,_atJ-(A-irE-A +J,Е)=алаµР·-11' ). 

Используя самосопряженность операторов ал, аµ и равен" 

ство (2.5), получаем 
ню 



Сv1едсвательно, соотношение (2.4) принимает вид 

f<a-x 0 , xo>-l)[-2._<a,a,1 xo, xo><a,Jvxo, а 
t. Л-р" . . , 

"~!1- <а,,х0 , а,><а1~х0 ,. х0 >-+<а,,а11_хо, а><а~хо, хо>­

-<а,,а1~х0, Хо <ар.Хо, а>]== О. 

С ПОМ('ЩЬЮ формулы (2.5) нетрудно проверить, что выражение, 
заключенное в квадратные скобки, равно нулю. Лемма доказана. 
Вместе с ней доказана и теорема 1. 

Рассмотрим более детально частный случай, когда n=З. Здесь 
каждая квадрика Пл, задаваемая уравнением 

х• у2 z2 -+-+-= l, (2.6) 
а Л. Ь+Л. c+I, 

делит- поверхность По на ряд областей, в каждой из которых полу­
чаем интегрируемую биллиардную систему. Дополнительным к 
интегралу энергии является интеграл Иохимсталя ( 1.3). 

В ряде случаев (когда, например, среди чисел а, Ь, с есть рав­
ные) система конфокальных квадрик (2.2) вырождается. Все они 
расклассифицированы: имеется 10 различных типов вырождения 
э..плиnтических координат Якоби, среди них - обычные декартовы 
координаты в R3 (см., например, [64, гл. 5]). Для нас наибольший 
ннтерес представляют два случая вырождения. 

Положим 

a=t1.d d2, b=~d+d2, c=2d2, Л=µd-d2 

и сместим начало координат в точку (О, О, d); так что х=х', 
у=у'., z=z'-d. Если в уравнении (2.6) перейти к новым коорди­
натам и затем устремить d к бесконечности, то в пределе получим 
семейство поверхностей 

(х')2 + (у')а = tt + 2z'. 
а+11- ~+t-t 

(2.7) 

Пусть а>р. Тогда при µ>-Ь уравнение (2.7) задает семейство 
эллиптических параболоидов, а при -а<µ<-Ь - гиперболичес­
ких параболоидов. Наконец, при µ<-а вновь получаются эллип­
тические парабо.11оиды. Через каждую точку общего положения в 
R3 проходят три различные поверхности из семейства (2 .7), орто­
гонально пересекающие друг друга. Эллиптические координаты 
Якоби при d ~ оо переходят в новые координаты µ 1, µ2, µ3, кото­
рые называются параболическими. В этих координатах разделя-
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ются уравнения геодезических на конфокальных параболоидах 
(2.7). Линии пересечения параболоидов из семейства {2.7) являют­
ся границами интегрируемых билдиардов. 

Укажем еще один .предельный случай, когда пара~етры а>Ь> 
>с>О неограниченно сближаются (например, а~ Ь+О, с~ 
---+- Ь-0). В пределе уравнение (2.2) для эллиптических коорди­
нат Л будет иметь один «изо.пированный» корень и двукратный ко­
рень Л=-Ь. При этом семейство эллипсоидов превратится в се­
мейство концентрических сфер с центром в нача,1е коо·рдинат, а 
однополосные и двуполосные гиперболоиды вида ( 2.2) перейдут в 
эллиптические конусы. Уравнения геодезических на «предельных>> 
поверхностях разделяются в конических координатах, которые 
представляют вырождение эллиптических координат Якоби. Под­
робности можно найти, например, в книге [64, r.1. 51. Из этих на­
блюдений вытекает важная 

Теорем а 2. Пусть ~ - область на сфере ScR3 ={r}, ограни­
ченная кривой 

Г={rES:<Cr, r>=O}, 

где С - произвольный линейный самосопряженный оператор. Тог-
да биллиард в ~ интегрируе.мая динамическая система. 

~тот би.1лиард имеет допо~1ните~1ьный квадратичный по скоро-

сти r интеграл. Явное интегрирование осуществляется с использо­
ванием конических координат. Если радиус сферы S устремить к 
бесконечности, то в пределе получим эллиптпческий биллиард 
Биркгофа, рассмотренный в § 1. 

Теорема 2 указывает семейство интегрируе:\iых би"1лиардов на 
двумерной поверхности постоянной положительной кривизны. Как 
заметил С. В. Болотин, аналогичный результат И}1еет ~есто и для 
поверхностей постоянной отрицательной кривизны. 

Определим в R3={r} квадратичную форму 

Q_(r)=<A-r, r>" 

где А - .1инейный оператор с ~1атрицей 

Введем поверхность 

----1 о о ' ,_ 

о. 1, о . 
о, о, 1 

S_={rE R8 : Q_(r)=-1} 

с метрикой ds2=Q-(dr). Хотя метрика Q_(dr) во все:\1 R3 являет­
ся псевдоевк.лидовой, ее ограничение на поверхность S_ положи· 
тельно определено. Можно проверить, что гауссова кривизна S_ 
равна -1. Следовательно, каждая из двух связных компонент S_ 
является плоскостью Лобачевского. Уравнения геодезических т::ме­
ют следующий вид: 

r = Лr, Q_(r) = l. 
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Теорем а 2 '. Биллиард в области ~c:S_ с границей 

Г={rES_:<Cr, r>=O} 

и.меет дополнительный квадратичный интеграл. 
Этот резу.1ыат может быть обобщен на многомерный случай. 
Явные фор;\1улы для траекторий интегрируемых бил~11иардов с 

квадратичными интегралами, содержащие {}-функции, можно най­
·ти в работах А. П. Веселова [12; 73]. 

§ 3. ПАРАБОЛИЧЕСКИА БИЛЛИАРД 

Рассмотри:-~.1 задачу о движении тяжелой материальной точки 
в вертикальной п.1оскости R2 = {х, у} (ось х горизонтальна) с одно­
сторонней связью у~х2/ (2а). В области у> х2 / (2а) движение про­
исходит по параболе, причем удар о ее границу предполагается 
абсолютно упруги:v1. Эта задача, как отмечено в работе [37], также 
оказывается впо.1не интегрируемой. 

Для доказате.1ьства рассмотрим задачу о скольжении тяжелой 
материальной точки по гладкому параболоиду (ер. с (2.7) из § 2) 

х2 z2 

2у + Ь = а+Ь + ь; а, Ь >О. (3.1) 

Как за1нетил Пенлеве, эта система с двумя степенями свободы 
имеет дополнительный первый интеграл. Интегрирование уравне­
ний движения точки сведено Чаплыгиным к обращению абелевых 
интегралов [371. Чаплыгин вводит параболические координаты v, 
w (w~a~v~O) по формулам 

ах2 
- (а+ b)(a-v)(w-a), 2у = v + w - (Ь +а), (3.2) 

az1 = bvw 

и получает уравнения для изменения v, w 

v = 4 vr(av'-~v-1)(a-v)v 
m(w-v) v+Ь 

(3.3) 

W = 4 -. {(-cxw•+~w+1)(w-a):v. 
m(w-v) V w+Ь 

Здесь a=tn2g/4, ~=mh/2+m2 (a b)g/4, т - масса точки, g -
ускорение свободного падения, h - полная энергия точки, "f - по­
стоянная интегрирования. 

Устремим теперь параметр Ь к нулю. Тогда параболоид (3.1) 
перейдет в область над параболой у=1х2 /2а в вертикальной плос­
кости z=O, а движение точки по параболоиду перейдет в свобод­
ное падение по параболе с абсолютно упругими ударами. Посколь­
ку задача Пенлеве - Чаплыгина интегрируема при всех значениях 
b>Ot то и предельная задача о параболическом ~биллиарде также 

i.09 



интегрируема. Выписывать дополнительный интеграл не имеет 
смысла, так как соотношения (3.2) и (3.3) (в которых надо поло­
жить Ь=О) дают закон движения точки на всей оси вре:чени. 

Форму.пы (3.2) и (3.3) позволяют дать по.1ный качественный 
анализ движения тяжелой точки с односторонней связью у-;;;::х2/2а 
(ер. с [37)). С этой целью рассмотрим многочлен F(z) =az2-pz­
-1, который всегда имеет вещественные корни; обозначим их z1, 

z2 (z1~z2). Так как F(v)~O, F(w)~O, w-;;;::a-;;;::v-;;;::o, то имеют ме­
сто иеравенства z2-;;;::'w~z1-;;;::v. Будем раз.пичать два случая: 

1) z2~a~z1; 2) z2~z1~a. 

В первом из них z2-;;;::w-;;;::a, z1-;;;::v-;;;::o. 
Траектория точки т расположена в кривопинейно:м четырехуго.1ь~ 
нике 

х2/а < 2у < z1 + x2/(a-z1 ), 2у < z2 + x2/(a-z2). (3.4) 

ограниченном софокусными параболами. Он изображен на 
рис. 42, а. Во втором выполнены неравенства z2-;;;::1w-;;;::z1, a-;;;::v-;;;::o и 
траектория tn лежит в четырехугольнике 

z1 x"/(a-z1 ) < 2у < z2 x"/(a-z2), х2/а < 2у, (3.5) 

изображенном на рис. 42, б. В общем случае траектория точки за­
полняет эти прямоугольники всюду плотно. 

а 

Рис. 42 

Траектория вертикальных колебаний точки ni отвечает с1учаю. 
когда F(a) О, и поэтому 1=сха2-ра. Если 2асх>~, то при мало\~ 
возмущении постоянных первых интегралов h и 'У получи~r первый· 
случай, и прямоугольник (3.4) будет близок к оси у. В это:.1 случае 
периодическое движение устойчиво. Если же F(a) =0 и 2аа<~, то 
z1 =а, и прямоугольник (3.5) вырождается в «двухугодьник» 

х2/а < 2у < z2 +- x2/(a-z1), Za а. (3.6) 

В этом случае вертикальные периодические колебания неустойчи­
вы. Они имеют гиперболический тип и, следовательно, обладают 
асимптотически.ми траекториями. Эти асимптотические движения 
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на само:м де.1е являются двоякоасим птотическими и имеют замеча­

тельное свойство: после каждого отскока траектория точки rn про­
ходит через фокус параболы у=х2/2а (лежащий, разумеется, 
внутри области (3.6)). Более того, время между последовательны-
ми прохождениями через фокус постоянно и равно 2g-1Y2h/m. 
Эта величина равна, конечно, периоду вертикальных колебаний 
точки т. 

Есv1и Z.1 = z2?;:::.a, то точка т совершает движение по параболе 

2у = z1 x2/(a-z1), у> х2/2а, (3.7) 

периодически отражаясь от софокусной исходной параболы у= 
=х2 /2а. Все эти периодические решения имеют один и тот же пе-

риод, равный 4-У a/g. В частном случае, когда z1 =Z2=a, решение 
(3.7) переходит в периодические вертикальные подскоки точки 
т на высоту а/2 (на расстояние до фокуса параболы). Эти ко.1еба­
ния устойчивы. 

Проведенный анализ позволяет дать полное и наглядное опи­
сание всех невырожденных периодических движений точки т. 
Пусть энергия h=O. Тогда точка т занимает наинизшее устойчи­
вое положение равновесия. Будем увеличивать значения h. При 
малых h>O рождаются два различных семейства невырожденных 
периодических движений: вертикальные подскоки и гладкое сколь­
жение по параболе. Решения второго семейства существуют при 
всех h>O, и все они устойчивы (как предельный случай решения 
типа 1)). Решения первого семейства также существуют при всех 
h. Однако при h=mga/2 (когда высота подскока равна расстоя­
нию до фокуса параболы) мультипликаторы становят,ся равными 
единице. Это точка бифуркации: при h> тgа/2 появляется еще од­
но семейство устойчивых периодических колебаний (3.7), а верти­
кальные периодические подскоки. становятся неустойчивыми. 

Отметим в заключение, что устойчивость вертикальных подско­
ков точки в .1инейном приближении была изучена нами в r.1. 3~ 
§ 1. 

§ 4. ГАРМОНИЧЕСКИЯ ОСЦИЛЛЯТОР И 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИЯ БИЛЛИАРД 

Рассмотрим задачу о движении материальной точки по г.пад­
кой поверхности трехосного эллипсоида под действием упругой 
силы, направленной к центру (или от центра) эллипсоида. Эта за" 
дача проинтегрирована Якоби с использованием эллиптических 
координат [56]. Устремим одну из полуосей эллипсоида к нулю. 
Тогда задача Якоби перейдет в задачу о колебаниях гармоническо­
го осцил.пятора, заключенного внутри эллипса. Если коэффициент 
упругости равен нулю, то получим эллиптический биллиард Бирк­
гофа. Динамику гармонического осциллятора внутри эллипса мож­
но исследовать методом § 1 с помощью разделяющихся перемен­
ных - э~1.1иптических координат на плоскости. 
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Укажем, например, условия устойчивости периодических коле­
>баний осциллятора, при которых точка все время находится на од­
ной из осей симметрии эллипса. Пусть а) Ь - полуоси эллипса 

(Ь~а). с - коэффициент упругости, h= (m<r} r> + c<r, r> )/2 -
nолная механическая энергия осциллятора. Оказывается, если 
с~О (сила является притягивающей), то движение точки вдоль 
меньшей (большей) оси эллипса устойчиво тогда и только тогда, 
когда 

O~h~ca2/2. (4.1) 

.Если же с<О (сила - отталкивающая), то эти ус.11овия принима­
ют спелующий вид: 

h lc\(a2-b3)/2 (lcla2/2 < h < lc\(a2-b2)/2). (4.2) 
·второе условие (4.2) имеет простой геометрический с~Iысл: ам­
плиту1а пер~одических колебаний точки не превосходит расстоя­
ния от конца большей полуоси до ближайшего фокуса. При увели­
чении а:м.плитуды это решение теряет устойчивость, становясь .ти­
пербо .. :~ическим. Отметим любопытное свойство траекторий, прохо­
дящих через фокус эллипса: через равные промежутки времени 
бесконечно много раз точка попеременно оказывается в фокусах 
эллиптического биллиарда. Это свойство имеет место и для траек­
торий, не касающихся границы биллиарда. 

Пусть с<О. Будем деформировать эллипс так, чтобы один из 
его фокусов оставался неподвижным, а второй удалялся в беско-

нечность, причем (а-1'а~-Ь2 ) ~ const. В результате э~1липс пре­
вратится в параболу. Если при этом еще уменьшать величину ко­
эффициента упругости так, чтобы 1 cl а-+ gJ то задача о гармони­
ческом осцилляторе внутри эллипса перейдет в задачу о параболи­
-ческом биллиарде, рассмотренную в § 3. Можно показать, что при 
таком предельном переходе второе условие устойчивости перейдет 
в уже известное нам условие h~mga/2. 

Изложенные выше результаты позволяют получить условия ус­
тойчивости (в линейном приближении) колебаний плоского гармо­
нического осциллятора, распол,оженного посредине между двумя 

выпуклыми кривыми одинаковой кривизны. Согласно результатам 
§ 1, гл. 3 в линейном приближении устойчивость зависит лишь от 
кривизны этих кривых в концевых точках прямолинейной траек­
тории. но не от их формы. Пусть 111- длина периодической траек­
тории осци.п'Jiятора, R ·- радиус кривизны в концевых точках этой 
траектории. Рассматриваем движения с ударами. Если с>О, то 
движение устойчиво лишь при выполнении неравенства l<2R. 
,(см. ( 4.1)). Сравнивая этот результат с предложением 4 гл. 2, по­
лучаем, что наличие притягивающей упругой силы не влияет на 
устойчивость колебаний с ударами. Пусть теперь с<О. Если l<2R, 
то движение устойчиво, когда 4h>lcll~R-l/2). Если же l>2R, то 
условие устойчивости выражается неравенством 4h< lcll(R-1/2). 
При выполнении равенства l=2R периодическое колебание вы­
рождено: его мультипликаторы равны единице. 
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§ 5. БИЛЛИАРДЫ В КАМЕРАХ ВЕАЛЯ 

Во введении (п. 12) уже обсуждались условия регуляризуе· 
мости фазового потока биллиардных систем в аффинных камерах 
Вейля корневых систем. Эти динамические системы оказываются 
интегрируемыми. Последнее обстоятельство тесно связано с полной 
интегрируемостью серии гладких гамильтоновых систем с экспо­

ненциальным взаимодействием - так называемых обобщенных це­
почек Тоды. Рассмотрим эти вопросы более подробно. 

Пусть Rн ={х} - п-мерное пространство со стандартным ска­
лярным произведением <, >, и пусть а1, ... , an+1 - система векто­
ров в Rn со следующими свойствами: 

(А) ЛIQ.бая их подсистема из п векторов линейно независима; 
·(В) для всех i=i=j 

где Z+={O, 1, 2, ."}. 

2<а1 , а1> 
----E-Z+, 

<Bi, Bi> 

Ясно, что при некоторых Ai R 

~f1+1 Лiaf -0, Л1 =i=0. 

,(5.1) 

Так как <а1, а1 >~0 (i j), то все Ai имеют один и тот же знак. 
Рассмотрим в Rn п-мер11ый симплекс 

Wa = {х Е Rn: <а1, х> < 1, ... , <ап+1, х> < 1}. (5.2) 

Заменяя векторы ai на µai (µ=i=O), получим семейство подобных 
многогранников в Rn. Если в определении (5.2) воспользоваться 
неравенствами 

<а1, х><О, jE{I, ... , n+l}/{i}; <а1 , х>< 1, 

то снова получим п-мерный симплекс, также подобный Wa. 
Т е орем а 3. Биллиард в Wa регуляризуем и имеет п незави­

симых интегралов, полино.мдальных по скоростям. 

Поско.11ьку симплексы Wa совпадают (с точностью до подобия) 
с аффинными камерами Вейля, то теорема 3 вытекает из резуль­
татов ра·боты С. И. Пидкуйко [28J. 

Имеется полная классификация наборов векторов {ai} 7+1
, удов­

летворяющих условиям (А) и (В)~ она основана на глубоких ре­
зультатах теории корневых систем. Нас интересует лишь строение 
симплексов Wa, которое определяется (с точностью до подобия) 
величиной углов между (п-1 )-мерными гранями. Поэтому ограни­
чимся клэ.ссификацией угдов между векторами из системы 
{а1, .... апн}. 

Пусть qщ - угол между векторами ai и aj (i=t= j). Так как 
<а, а: >~О и векторы ai, а.1 линейно независимы, то n/2~cpiJ·<n. 
Воспользуемся соотношением 

,(5.3) 

8-4444 НЗ 



которое получается из (5. l) перестановкой индексов i и j. Пере­
множая целые числа в (5.1) и (5.3). получим, что 4cos2cpii может 
принимать значения О, 1, 2 или 3. Следовательно, угол cpii равен 
одному из углов: 90°, 120°, 135° и 150°. 

Для классификации систем векторов {ai} удобно воспользовать­
ся графами Кокстера: каждый из векторов ai изображается точ­
кой на плоскости (вершины графа) и каждые две точки, отвечаю­
щие векторам ai и aj, соединяются 4cos2cpii отрезками (ребра гра­
фа). 

Теорем а 4. При п~2 граф Кокстера системы . {ai}f71 изо-

морфен одному из следующцх графов: 

А": 

Вп: 
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о о 

о о ... о о (п + 1, вершин, п ~ 2) 

о 

1 
о о . . . о о о (п + 1 верщuн, п > З) 

о 

о== о -- о . . . о-- о .=::::::=::-о (п + 1 вершин, п > 2) 

о о 

0--0 .•. о--о (п + 1 вершин.1 п > 3) 

о о 

О=== =====0 

0--0--0--0--0 

о 

о 

о--о--о--0--0--0--о 

о 



о-- о--о--о--0--0--0--о 

о 

О--0--0====0--О 

о===::=о--о 

Доказательство теоремы 4 можно найти, например, в книгах 
r4б; 54J. 

При n=2 по.пучаем три неизоморфных графа Кокстера: А2, В2 
и G2• Им отвечают равносторонний треугольник и два прямоуголь­
ных треугольника с углами 45° и 30° (60°). 

В качестве примера рассмотрим динамику системы материаль­
ных точек единичной массы, помещенных на прямолинейном отрез­
ке единичной длины. Они движутся по инерции, попеременно стал­
киваясь друг с другом. Через Х1, Х2, ••. , Хп обозначим координаты 
этих точек, причем О~х1~Х2~ •.. ~Xn~l. Эти неравенства можно 
переписать в следующем виде: 

где 

а 1 - (-1, О, • • . ' О) • 
а 2 - (1,. -1 , О, .• . . ' О), 

• t 

an =(О, о, . . . ,, 1, -1), 

ап+1 (О, . . . '· О, 1). 

Неравенства (5.4) определяют п-мерный симплекс в Rn со стан-
" " дартнои метрикои 

(. 2 . 2) 
Х1 + . . . +хп 12. 

Система векторов а 1 , .", ап+~ удовлетворяет условиям {А) и '(В) и 
по классификации теоремы 4 имеет тип Сп. Следовательно, эта ,.., 
ои~1·лиардная система интегрируема и регуляризуема. 

В заключение этого параг.рафа обсудим связь биллиардных 
систем в аффинных камерах Вейля корневых систем с обобщен­
ными цепочками Тоды. Напомним, что цепочкой Тоды {72] называ­
ется гами.11ьтонова система с функцией Гамильтона 

ri 

Н =+ ~ pJ + ехр (q,-q2) + ехр (q2-qз)+ . 

1 
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При всех значениях n~l эти системы вполне интегрируемы: име­
ется п независимых полиномиальных по им,пульсам интегралов, 

попарно находящихся в инволюции (детальное обсуждение этих 
вопросов можно найти в книге [72]). Например, при n=З инволю­
rивными интегралами будут функции 

11, Р = ~Pt• F = Р1Р2Рз - Р1 ехр (q2-qз) -

- Р2 ехр (q.-q1) - Рз ехр (q1--q2). 

Интеграл Р отвечает очевидному закону сохранения суммарного 
импульса, а интеграл F найден Хеноном. 

С помощью интеграла импульса можно понизить число степе­
ней свободы. Проделаем эту редукцию в простейшем нетривиаль­
ном случае, когда n=З. Сначала перейдем к новым переменным 
Ph, Qн с помощью канонического преобразования 

Р1 = Р1, Ра = Р2,. Рз = Pi + Р2 Рз; 

ql =Q1 + Q3, q2 = Q. + Q3'· q3 = Q3. 

Координата Q3 будет циклической~ ей отвечает циклический интег­
рал Р3. Постоянную интеграла Р3=Р можно считать равной нулю. 
Это обстоятельство отвечает переходу в инерциальную барицен­
трическую систему отсчета. В новых переменных функция Гамиль­
тона принимает вид 

Pl + Р~ + Р1Р2 + ехр (Q1-Q1) + ехр Q, + ехр (--Q1 ). 

Выполним еще одну каноническую замену переменных 

P1=(Px-VЗpy)/V6, P2=(Px+V3P:;)/V6; 

х -(Q1+Q,)/V6, у= (-Q.+Q2>/V2. 
В результате гамильтониан преобразуется к виду 

Нб 

~ (р;+р;) ехр (-V2 у)+ ехр (Vбх; Vi v) + 

Рис. 43 

( 
-(6 х+-.12 у ) + ехр 

2 
. 

Линии уровня потенциальной энергии в 
координатах х, у 'Изображены на рис. 43. 
Стрелкой изображено на1правление возрас­
тания. Видно, что при достаточно больших 
значениях энергии линии уровня очень ма­

ло отличаю'Гся от равностороннего треу-

х гольника. Это обстоятельство наводит на 
мысль, что nр1и некото.ром разумном пре­

дельном переходе из трехчастичной цепоч­
ки Тоды можно попучить биллиард в пра­
вильном треугольнике. 



Цепочки Тоды допускают естественное обобщение, найденное 
О. И. Богоявленским [44J. Оказывается, гамильтоновы системы с 
гамильтонианами 

1 п 2 п+1 
Н = - ~ у t + ~ ехр {а 1 , х), 

2 1 1 
(5.5) 

rде наборы векторов {а1, .", ап+1} удовлетворяют условиям (А) и 
(В). вполне интегрируемы. Классической цепочке Тоды отв~чают 
векторы {ai} из серии An. 

Выполним каноническую замену переменных х-+ x.V, у _,,.у/Н 
и преобразуем функцию Гамильтона (5.5) 

Н = 2~1 ~у;+ ехр N ~ ехр [(ai, x)- l)N. 

После замены времени 

't = At, А= eNl1/N 

уравнения движения приобретают вид 

Xi = - дV N/дх,, 1 < j < nr. 

V N = ~~+ 1 ехр [(ai, х)- l}N. 

Согласно результатам § 3 гл. 1 при N--+- оо решения этой сис­
темы неограниченно приближаются к движения·м биллиардной сие· 
темы в камере Wa. Нетрудно проверить, что полиномиальные ин­
тегралы обобщенной цепочки Тоды переходят при N--+ оо в поли· 
номиальные интегралы биллиардной системы. 

В работах [39} показано, что для обобщенных цепочек Тоды 
функции 

yj(t),, ехр (а 1 • x(t)), 1 < j < п 
выражаются через отношения {}-функций и, в частности, являются 
мероморфными в плоскости комплексного времени. Этот результат 
является аналогом более простого свойства регуляризуемости 
соответствующих дискретных биллиардных систем. 

В настоящее время имеется полная классификация систем с 
потенциальной энергией в виде любой конечной суммы вещест­
венных экспоненТ., допускающих полный набор независимых поли­
номиальных по скоростям первых интегралов. Соот,ветствующие 
результаты получены в работе [221 Однако после предельного пе· 
рехода от этих интегрируемых гладких гам ильтоновых систем с 

экспоненциальным взаимодействием к диск1ретным системам не 
получается никаких новых интегрируемых биллиардов. Поэтому 
может создаться впечатление, чт9 теорема 4 исчерпывает все бил~ 
лиарды с полным набором независимых полиномиальных интегра­
лов. Это, однако, не так: например, биллиард в любом вы·пуклом 

117 



многоугольнике на плоскости, все углы которого соизмеримы с л:t 

допускает добавочный полиномиальный интеграл (см. § 2, гл. 5). 
Обсуждение интегрируемости систем взаимодействующих час­

тиц и их связь с интегрируемыми биллиардами можно также най­
ти в обзоре А. М. Степина [321 

ЗАДАЧИ 

1. Пусть ~ выпуклый биллиард с гладкой регулярной 
границей д~. Как иэвестноt любые две точки х, у Е дI, (х у) 
однозначно определяют траекторию биллиарда Ух. у· Зафикси­
руем точку х и будем неограниченно сближать точки х и у 

так. что вектор xyjJxyj стремится к единичному вектору v, ка­
сающемуся д~ в точке х. Доказать, что при этом биллиард­
ная траектория 1 х, у стремится к геодезической на д~,. прохо­
.а.ящей через течку х с направлением v (С. В. Болотин). 

Показать, что интегрируемость задачи Якоби о геодезических 
по поверхности п-мерного эллипсоида вытекает из свойства интег­
рируемости бнллиарда в (п+ 1 )-мерном эллипсоиде. 

2. Найдите дополнительный квадратичный интеграл в задаче о 
гармоническом осцилляторе внутри эллипса и проведите качест­

венный анализ этой задачи (в духе исследования динамики пара­
болического биллиарда из § 3). 

3. Ветви гиперболы делят евклидову плоскость на три связных 
области ~1, ~2, ~з. Доказать интегрируемость задачи о движении 
точки в областях ~i под действием упругой силы, центр притяже~ 
ния которой совпадает с центром гиперболы. Исследовать устойчи­
вость прямолинейных траекторий с уда рам и. 

4. В модели Пуанкаре плоскость Лобачевского L2 отождествля­
ется с внутренностью единичного круга 1z1<1 на комплексной 
пи1оскости C={z}, причем метрика на L 2 задается формулой 

ds2 = 4dzdz/(l - Z z)З. 

Здесь черта означает комплексное сопряжение. Пусть Г - алге­
браическая кривая, заданная уравнением 

(q1 +q2 qз )(4q1q1qз-K1) = (q1q2 +q'l,qз+qзq1 + g2/4)', 

где 

az+b аz+Ь 
ql = d . q" = : а, Ь , с, d, q3, g~_, g3 cz+ · "' - · ., 

cz+d 

- комплексные постоянные. Доказать, что биллиард внутри (вне) 
Г допускает дополнительный квадратичный по скоростям первый 
.интеграл (А. М. Абдрахманов; ер. с теоремой 2). Справедливо 
также и обратное утверждение. 
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5. Докажите, что в аффинных камерах Вейля Wa {теорема 3) 
периодические траектории всюду плотны. . 

6. Пусть 1: - выпуклый многогранник в Rn, причем группаt по­
рожденная отражениями относительно всех его (п-1 )-мерных 
граней, конечна. Доказать, что биллиард в ~ имеет п полиноми­
альных по скоростям интегра·лов, попарно находящихся в инволю­

ции. Обобщите этот результат на многогранники в пространствах 
постоянной кривизны. 



Глава5 

НЕИНТЕГРИРУЕМЫЕ БИЛЛИАРДЫ 

Оказывается, интегрируемые биллиарды - редкое исключение, 
среди всего множества биллиардов. Причина кроется в сложном 
поведении фазовых траекторий типичных биллиардных ,систем: в. 
общем случае траектории не укладЬllваются на поверхности уров­
ня интегралов, независимых от интеграла энергии. Для того чтобы 
дать строгие доказательства неинтегрируемости, надо прежде все· 

го выделить классы функций в фазовом пространстве, среди кото­

рых разыскиваются ,первые интегралы. Мы выделяем два естест­
венных класса первых интегралов. Первый составляют аналити-­
ческие интегралы, а второй - полиномы от скоростей с гладкими 
(или даже непрерывными) коэффициентами. Отметим, что во всех 
известных проинтегрированных биллиардных задачах дополни~ 
тельные интегралы лежат в пересечении этих к.J1ассов функций. 

§ 1. НЕИНТЕГРИРУЕМОСТЬ ТИПИЧНОГО БИЛЛИАРДА 
БИРКГОФА 

1. Пространство аналитических биллиардов. Формулировка 
теоремы о неинтегрируемости. Рассмотрим биллиард Биркгофа, 
ограниченный гладкой выпуклой замкнутой кривой на евклидовой 
плоскости. Пусть cpmod2n - параметр на этой кривой. Тогда лю­
бой паре точек (ср 1 , cp2)mod2л единственным образом сопоставля­
ется пара (ср2 , ср3 ) = Ч' (ср1, ср2 ), где точка t:p;\ такова, что последо­
вательность ср 1 , ср2 , ср3 является частью траектории биллиарда: Та­
ким образом, биллиарду Биркгофа соответствует отображение 
Ч':Т2 -э- т2 двумерного тора на себя. 

Напомним, что локально непостоянная функция F:T2 -+ R на­
зывается первым интегралом биллиарда, ее.пи F о Ч' = F, т. е. функ­
ция F постоянна на всех траекториях. 

Биллиард, обладающий нетривальным первым интегралом, ес­
тественно назвать интегрируемым. В четвертой главе были указа­
ны многочисленные примеры интегрируемых биллнардов. 

Пуанкаре установил, что точки фазового пространства авто­
номной системы дифференциальных уравнений, соответствующие 
невырожденному периодическому решению, являются критически­

м и для любого первого интеграла системы (см. § 1, гл. 3). Дис­
кретным аналогом этого утверждения является 

, П р е д л о ж е н и е 1. Точки тора Т2, отвечающие невырожден­
ным периодическим траекториям, являются критu~tескими для лю~ 
бого первого интеграла биллиарда. 
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Действительно, пусть F - первый интеграл, точка q:>0e:T2 зада­
ет п-звенное периодическое решение (Ч'n(«р0) =q:>0). Имеют мест0: 
равенства 

Таким образом, 

(~' дfi') (q:>O) 
дч>1 а,, 

дЧГ~ 
1 

дtpi '· 
i - 1, 2. 

- собственный вектор матрицы llдчrn/дq:> (q:>0) Н с собственным зна­
чением 1. В силу условия невырожденности он равен нулю. 

Во второй г.лаве доказано существование бесконечного количе­
ства периодических решений у биллиарда Биркгофа. Основываясь. 
на этом результате и используя предложение 1, можно доказать 
неинтегрируемость «типичного» биллиарда. 

Сначала введем пространство кривых, задающих выпуклые 
биллиарды. 

00 

Лемм а 1. Гладкая 2rс-периодическая функция f(x)-. ~ c1eitx 

l=-Olll 

тогда и только тогда является аналитической для всех х Е R, когда 
для некоторых а>О, А>О коэффициенты Фурье ck удовлетворяют 
неравенства~w 

lcвl < Ae-alk/ , k Е Z. 

Доказате~'Iьство этого утверждения можно найти 1 например, в, 
[62]. 

Любую гладкую выпуклую замкнутую кривую можно задавать 
гладкой 271:-периодической функцией f (tt), сопоставляющей каждому 
значению угла t} значение радиуса r=rf (tt) в некоторой полярной 
системе координат при условии нахождения начала координат 

внутри кривой (см. рис. 44). 
Легко понять, что не всякой функции /(tt) соответствует выпук· 

лая кривая. У.словие выпуклости накладывает ограничение на вто­
рую производную f. 

у 

х 

Рис, 44 

Действительно, в декартовых коорди-­
натах (х" у) (см. рис. 44) наша кривая 
имеет вид х = f(ft) cos D, у= f(ft) sin &. У с­
ловие строгой выпуклости записывается 

следующим образом: xjj - ух> О. Имеем 

х у - ух== (f cos &- f sin & )( (i' - f) sin 3 

+ 2j cos 3) - (" sin & + f cos & )((/ -

- t) cos 3' - 2i sin & ) = 2f2 
- f ({ -f) >О. 
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Рассмотрим множество U А. а. замкнутых кривых,. задавае· 
Nых в полярных координатах функциями 

f(&)= ~ c1eilэ.>1, 2/2 -f(f -f)>O, (1.1) 
l=-oo 

удовлетворяющими условиям 

sup fcml е1а/т1 < А. 
т Ez 

Условие f > 1 существенным ограничением не является, так как 
всегда можно считать, что f>в>О. Тогда биллиард, ограниченный 
кривой r=1f (tt)/в, обладает теми же свойствами, что и исходный. 
В пространстве U Апж. он может и не лежать, но заведомо он при* 
надлежит U А/г,а.· 

В множес·rве U А, а: введем метрику. Пусть clt и dlt. - соот­
ветственно коэффициенты Фурье двух кривых из U А. а. • Тоr­
да расстояние между этими двумя кривыми примем равным 

sup (lск - dкl eixlkl). 
kEZ 

Пусть U А, а. - пополнение метрического простраисrва U л. 0t • 

Любой элемент U А, rJ. предсrавляется функцией f(&),. коэффи· 
uиеиты Фурье которой удовлетворяют условиям \c"J~Ae-z1111,. и 
выполняются неравенства -1 

f~> 1; 2f2 
- t({ ~- f) >о. ( 1.2) 

Действительно, пусть f 1 ,. f 2, • • • - фундаментальная по­
следовательность элементов из U А, ix· Для любого k Е Z после­
довательность (ск )1, • • . , (clf.)n, • • • (r де (ск) 1 - коэффициент 
Фурье функции f 1, соответствующий номеру k) сходится к ие-

па=- оо 

·аналитическая. Функция f1, .••• , fn, . .. сходятся к f пото­
чечно. Более тоrо, к производной любого порядка от f пото­
чечно сходится последовательность таких же производных от 

f1 , ••• , fп, . • .. Таким образом,. неравенства (l .2) следуют 
из (1.1). 

Биллиард Биркгофа назовем аналuтuчески1м, если он задает-

ся кривой,, лежащей в tJ А,« при некоторых А, а> О. В даль· 
нейшем будем отождествлять аналитические биллиарды с со· 

ответству10щими элементами U А. iz· 

Аналитический биллиард называется интегрируемым, если он 
обладает аналитическим первым интегралом: на · торе Т2= 
={q:>1, q:>2mod2л}. Читателю предлагается проверить, что квадратич-
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ный интеграл (1.4) (§ 1, гл. 4) в переменных cpt, cpz явл~ется од­
нозначной аналитической функцией на Т2 • 

Теор ем а 1. Для любых фиксированных А, а> О в пространстве 
Uл,а tлпегрируе"ные биллиарды образуют подмножество первой 
категории Бэра ( представи.мое в виде конечной или счетной суАt-
.мы .11ножеств, нигде не плотных в Ил,а.). 

Другими словами, в некотором смысле, почти все аналитичес­

кие бЙ.1лиарды являются неинтегрируемыми. В идейном отноше­
нии теорема 1 аналогична известному результату К. Зигеля о не­
интеrрируемости типичной гамильтоновой системы в окрестности 
устойчивого положения равновесия [71]. 

Вся остальная часть § 1 посвящена доказательству теоремы 1. 
2. Лемма о плотности. Назовем периодическую траекторию бил­

.лиарда,1 имеющую п звеньев и совершающую k оборотов вокруг 
граничной кривой в заданном направлении, периодической траек­
торией типа (п, k). 

Л ем м а 2. Множество граничных кривых, лежащих в U А,а и 
таких, что каждая из них UAteeт невырожденную периодическую 
траекторию типа ( п, k ), всюду плотно в ·и А ,а для любых нату­
ральных k, п; k<n. 

До к аз ат ел ь ст в, о. Зафиксируем п и k. Для любого билли­
арда из UA,a по теореме Биркгофа существует периодическая 
траектория типа (п, k). Построим новую кривую, принадлежащую 
UA,a~ которая как угодно мало отличается от исходной (в смысле 
метрики пространства UA,a), причем соответствующий биллиард 
имеет невырожденное периодическое решение того же типа. 

Кривая, которую мы построим, будет совпадать с исходной и 
иметь ту же касательную в точках 'tt•, "., 'ttn, общих с вписанной 
.ломанойt задающей периодическое решение (некоторые из величин 
'61, ... " 11n могут совпадать). 

Пусть с" - коэффициенты рядов Фурье,, задающих исход­
ную кривую. Новые коэффициенты Фурье будем искать в виде 

m ..... -со 

... , itn нулевые значения и нулевые производные. Очевидно.: 
новая кривая будет иметь такое же периодическое решение, 
что и исходная. Вторые производные функции g в точках 31 ,,. .. 

"., ·Нп выберем, во-первых. малыми,. а во-вторых, такимм, чтобы 
радиусы кривизны в точках ft 1 ,. • . , {} n новой кривой обеспе­
чили невырожденность периодического решения. Это можно 
сделать в силу следсrвия из предложения 3 (гл. 2). 

Нужную функцию g будем искать среди тригонометричес­
ких полиномов. Для опре.в.еленности считаем, чrо среди уrлов 
-&1, ••• , itn существует ровно l различных: пусть это будут 
углы &1, • . , itr. Рассмотрим систему уравнений 
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d'+d' ·.в. о ie' т + ... 
i :i; е1&т + ... + i(Зl-1 )d;t-i ei(з:-l)&m = 0" 

i2d~e1&m + .. + i 2(3l-1 )1 d;;_
1 
ei(Зl-1)&m ~ ат;'2, 

(1.3) 

где ат - нужные нам вторые пр,оизводные. Определитель матри· 
цы коэффициентов этой линейной системы с точностью до i в не­
которой степени равен опреде.:1ителю следующего вида: 

1, ql, 2 
9р qrl-1 

J' q/, 2 q71-1 ql' J 

о, 91, 2q~,, . ' 
(Зl-1 )qf t-1 

. . . . . . ( 1.4) 

о, 
q ''· 

2q7, . ' 
(3l-1)q::-t 

о, ql, 4qi, . ' 
(3l-1)2qrl-1 

. . . . . 
о, ql, 4q7, , (Зl-1 J2q~1-1 

·' 
где qm = el&m. Чуть позже докажем, что он не равен. нулю 
при отличных друг от друга и не равных нулю величинах qm'· 
а nока воспользуемся этим фактом. Система уравнений (1.3) 
имеет единственное решение, причем все величины q~ можно 

сделать как угодно малыми по абсолютной величине, выбрав 
достаточно малыми значениями arn. 

Искомые коэффициенты dm, т Е Z, будут следуюшими: 

lml > Зl; 
О<т< Зl; 

где черта означает комплексное сопряжение. 

Таким выбором коэффициентов dm мы обеспечи.пи 
а) действительнозначность соответствующего триr·онометричес­

коrо ряда g; 
б) выполнение условий 

dlg 
- (&s) = а", s = 1, . . . ' /. d31 ... 
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Так как величины dm могут быть выбранными как угодно 

:wалыми, кривая r 

ся or исходной как угодно мало. 
Теперь докажем, что определитель (1.4) не равен нулюt. 

когда О qп qm при k т; 1 < k, т l. Эти условия в нашем 
-случае выполняются автоматически. 

Вычтем из строки определиrеля (1.4) с номером 2l+j стро­
«у с номером z+ j для всех j Е { 1, ... , 1} и разделим опреде· 

l 

Jiитель на П q~1 • Результат будет следующим: 
m=1 

1, Q1. 2 
ч 1' 

q~l-l 

1 ' q [J 
2 q t' , q~!-t 

о, 1, 2qн . • (Зl-l)q~:-1 

. . . . . . . ( 1.5) 

О, 1 ' 2q,, 
' 

(Зl-l)q~1-1 

О, о, 2, 6q1, . ' 
(Зl-1 )(3l-2)ql - 1 

. . . . 
О, О, 

' 
(3l-1)(3l-2}q~ 1-1 

• 

Теперь расс:'У1отрим следующую задачу; найти алгебраический 
многочлен степени 31-1, такой, чтобы в данных точках q1, .", qi он 
имел заданные значения, а также заданные первые и вторые про· 

изводные . .Как известно, такая задача имеет всегда единственное 
решение (см. [5J). В то же время она легко сводится к решению 
линейной системы с определите.11ем ( 1.5). Значит, определители 
(1.5) и (1.4) не равны нулю. Лемма 2 доказана. 

3. Лемма об открытости. Л ем м а 3. Множество кривых, ле­
жащих в U А ,l'L• таких, что каждая из них имеет невырожденную пе­
риодическую траекторию биллиарда типа (п, k), открыто в UA,a.· 

Доказательство леммы 3 состоит 
а) в проверке справедливости следующего утверждения: 

Лемм а 4. Для любой кривой r='f (it), описанной в лем.ме 3, 
существует в >О, такое, что любая гладкая кривая, от личающа· 
яся вместе со своил-~и двумя производными в любой точке ftE 
Е[О, 2п] от нее не более чем на в, обладает невырожденной перио~ 
дuческой траекторией типа (п_, k). 

б) в проверке того факта, что такое множество кривых содер­
жит некоторую окрестность исходной кривой в U А,а.· 
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Доказательство ~1еммы 4. Любой кривой из UA,'J. соот­
ветствует функция, сопоставляющая любым двум ее точкам tt1, ttz 
величину ltt1, -t12I, равную расстоянию между ними в евклидовой 
метрике плоскости: 

lftн &2!=[(!(&2) cos &2-/(&1) cos &1)2+(f(&2) sin &2-/(&1) sin &1)11112. 

Пусть кривая r f (-&) .1ежит в UA,u. и выполняются ус.1овия 

1 
~ (f(&)-f (&)) 1 < Е, т Е {О, 1, 2}. & Е [О, 27t}. 
dSm 

Рассмотрим семейство кривых r = fs(&) = f(&) ' s(f (&) -f(f;))~ 
s Е 10, 1 ]. Очевидно, /0 - f, f1 - Т. 

Этому семейству соответствует семейство функций 1 · , • /3 " 

Положим Ls(&1, ... , &n)- ~ \& т' f)m+il.s· 
т Е Zn 

Рассмотрим систему уравнений 

( 

hl == :~1s ( f}l, . 

1 
{ . . . 

( 1.6) 

h" = а~.!; (&1, . 
\ 

дl:fп 

В силу условия леммы 3 эта система имеет решение h = Of. 
& = &0 , s - О, причем гессиан 

отличен от нуля. По теореме о неявной функции при s =0 
вектор-функция grad Ls диффеоморфно отображает окрестность 
О()• точки &9 в пространстве переменных ft на окрестность ну ля 
в пространстве переменных h. 

Легко видеть, что производная 

.!!__ det ( д•Ls) 
ds д&2 

имеет порядок Е в любой точке, поэтому можно выбрать вели­
чину е 1 >О и окрестность 0~11 С О .э.о так, что для всех ~~ Е O~n" 
sE [О, 1], s е 1 rессиан det(д2Ls/дft2) отличен от нуля и, более 
тоrо, для всех векторов w Е Rn длина вектора (д2Ls/дfJ2) w соль· 
ше, чем ~l\wll при некотором ~ О (здесь ilи:;J -евклидова нор­
ма вектора w). 
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При малых s система (1.6) эквивалентна следующей 

{ 
~1 .. U.1(~1: .... ",. h~,. S~, 
f}n = Un(h1, . . . t hп, s). 

Таким образом, у рассматриваемого семейства кривых при малых 
s существует невырожденное периодическое решение типа (п1 k)I' 
задаваемое вершинами. и 1 (О, "., О, s), ... , Un (О,"., О, s). 

Осталось проверить, что функции Uт(О, . .. J О, s), т" 1 •... 
. . . , п, можно продолжить на весь отрезок [О, 1 ]. Это будет 
действительно так, если точка и1(0, ... , О, s), ... , Un(O, ... 
. . . , О, s) не выйдет из окрестности О~о· Покажем, что при 
малых ~ ситуация именно такова. 

Действительно, выберем внутри О~. шар В~о с центром ~о и 

радиусом 'У так, что при всех & ЕВ~," s €[О.<-: 1] и} О< е:<"в1 вы­
полнялось неравенство 

где Ь >О- достаточно велико. Продифференцируем по s тож­
.в.ество gradэ. L,(u(O, ...• О, s))-0. Получаем 

( д'Ls) (и(О, ... , О. s)). ди (О, ... , О. s)+ 
д32 дs 

Далее имеем 

д 
- gradэ. Ls(u(O, ... , О, s)) = О. 
дs 

Р ди < (д'Ls) ди = ~ gradв. L1 1 <leb, 
дs д6Z дs дS 

если точна & и(О, ... , О,. s) находится в шаре BJ. 
Положим в~== min {е1, 1~/Ь} и пусть О< е. < е 2 . Тог да полу· 

чаемi 
s 

1и(о, ...• о, s)- 0•1 < J\ :: as<s ·: sr <у. 

Лемма доказана. 
Проверим теперь. что множество v. кривых из U А,«, опи­

санных в лемме 4, содержит открытое в U л." множество. 
00 

'"!1\ 

Д,ействительно, множество W 5. б>О, кривых r == ~ dm etm~, 
fJ\-.-oo 
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ких, что Jcт-dml < 3e-«lml, содержит открытое в И А,« множе~ 
ство (здесь ст - коэффициенты Фурье, соответствующие исход­
ной кривой). 

При малых В>О множество W5 лежит в V,. В самом деле, 
для кривых из Wa имеем 

1 ::, ct.,, с ,,,е1'""-.;t" dme' тв) < mt" ( т '+ 1 )ae-alm/, 1-0' 1, 2. 

Последняя сумма за счет выбора о может быть сделана как 
угодно малой. Лемма 3 доказана. 

4. Множество неинтеrрируемых биллиардов. Лемм а 5. Множе4 

.ство Ил. (1" Ил. а: нигде не плотно в Vл, «· 

До к аз ат ель ст в о. По определению множества U л. (Х для 
.11юбого элемента g Е U л. а: ~Ил, (1 можно выбрать 

f = ~ ст е1т~ Е И А, 11. 

как угодно близким к g. При этом 

f >а> 1, 2 f f({ - f) > Ь >О, sup \cmleo:[m' <А. 
mez 

Таким образом, в пространстве ил,°' существует шар доста-
7очно малого радиуса с центром в f, целиком лежащий в Ил. а:· 
Действительно, как следует из доказательства п. б) Леj.{МЫ 3, 
все элементы этого шара будут близки: поточечно к f и иметь 
в соответствующих точках близкие первые и вторые производ­
ные с аналогичными производными /. Лемма доказана. 

Рассмотрим множество V л. а: биллиардов, принадлежащих 
U л. а. и таких, что любой из них не имеет невырожденного пе­
риодического решения типа (п, k) хотя бы для одной пары 
(п, k) Е N 2, п > k. Это множество в силу лемм 2" 3 и 5 есть 
объединение счетного числа нигде не плотных множеств в 

пространстве Ил. (Х и является, таким образом, множеством 
первой категории Бэра. Любой биллиар.1., лежащий в V~. а:= 

= U л. а:" V А,«• обладает невырожденной периодической траек­
торией типа (п" k) для любых (п, k) Е N2 , п > k. Для заверше­
ния доказательства теоремы 1 осталось показать, что множе­
ство v~. а: состоит из неинтеrр1tруемых биллиардов. Это и бу-
дет сделано в п. 5. 

3 а меч ан и е. Можно считать, что множество V~. (Х содер-
жит для любых (п, k) Е №, п > k, невырожденную периодичесn 
кую траекторию локально максим,альной длины на торе Т­
(см. гл. 2). Действительно, при доказательстве леммы 2 в Ка· 
честве исходной можем брать траекторию максимальной дли­
ны, которая существует в силу :rеоремы 1 rл. 2. СоответС:т· 
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вующая матрица Гессе неположительно определена. Остается 
построить новую кривую так, чтобы радиусы кривизны R1, ••• 

. . . • Rn уменьшились. Тогда матрица Гессе станет отрица­
тельно оnределенной, а траектория у новой кривой станет 
невырожденной. Значит, ее периметр по-прежнему будет мак­
симальным (хотя бы локально). 

При доказательстве леммы 3 также можем использовать ло­
маные максимальной длины, при этом соответствующие траекто­
рии близлежащих кривых тоже будут иметь локально максималь­
ный периметр. 

Из приведенного замечания следует, что в пространстве ИА,а. 
множество второй категории Бэра образует граничные кривые, об­
.ладающие д.т~я любых (п, k)EN2, п>k, невырожденным гиперболи­
ческим периодическим решением типа ( п, k). 

5. Лемма о неинтеrрируемости. Лемм а 6. Биллаарды, tлежа-
.щиие в V А,~' неинтегрируемы. 

Для цокаэательства леммы нам понадобится 

Пр ед ложен и е 2. Для любой гладкой выпуклой замкнутой 
.кривой, параметризованной натуральным параметром rp, сущест­
вует константа B>OJ такая, что для любых с:р1 , qi2, qi3 mod l (l- дли· 
на граничной кривой), таких, что Ч!(с:р1 ,. c:p2)=(qi2, qi3), выполняется 
неравенство 

(1.7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я. Для любых q:i1, с:р 2 
mod l справедливо неравенство 

~ < lfP1, <F2l / lfP1- c:p2I < 1, 

где ~>О - константа, зависящая только от кривой, t·I- рас· 
стояние в евклидовой метрике окружности Т1 = {<р mod l} до 
нуля. 

Действительно, функция 

и( <р1 , <+>
2
)= { l<p1 c:p~I ! l<1>1-<1>2lt с:р1 + ({)2; 

l , fP1 === с:р2 

непрерывна и положительна на 

торе та се {<р1 , <р2 mod l}. Таким об­
разом, в качестве ' можно взять 
minт.u. 

Пусть R~in и R~ax - соответст­
венно мини1~tальный и максималь­
ный радиусы кривизны кривой на 
дуге tti1, <р2 , <р3 , Рассмотрим окруж­
ности с радиусами R~1n, R~a:x' ка­
сающиеся нашей кривой в точkе 
ч>1 (см. рис. 45). 

9-4444 
Рис. 45 
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Ясно, что lcp1 , ср2 \ / !rp2, ЧJзl < R~1 a J н:iп. Имеем следующие не­
равенства: 

* • * 8 1nax Rmax-Rm1n -.- = 1-;- --.--
Rmiп Hmlп 

где 

Т( = max dR \· max drf) ' 
~ Е Т 1 't' 

l -i- R~ax\<ra-Ч'1I 
Rmin 

Rmin = mln R(cp). 
i! Е Т1 

Можно считать, что в неравенстве (1.7) lq:1 , cp2\>i ·р~, Ч>э!· 
Тогда l1>з "-<p1J < (l:P1, 1'·zl + lff2, <rsl) 1~~21~1. У2! / ~. 

В итоге получаем 

Предложение доказано. 
До к аз ат е .1 ь ст в о леммы 6. Пусть кривая r == f( ) при­

надлежит множеству V~4."'. Рассмотрим невырожденную траек~ 
торию биллиарда типа (п, 1). Пусть эта траектория имее1' вид 
ср1 , ••• , <р11 , rде q;i - натуральный параметр на нашей кривой. 

Выберем номер j 0 Е Zn так, чтобы длнна lf ;,,' 9i
0
+11- е была 

минимальной. Посмотрим, насколько эга величина може1' ';ве­
:rичиться прп изменении j. Имеем цепочку соотношений: 

е -- а 1 = 1 \f /" + 1' <f> jo \ ; 

а 2 = \ 1\+'l' ?i,,+i\ ~ а1 а1 а 2 В; 

аз = 1 <f · +з' 'fr +2/ < az а'!.азВ. t 1" . о 

Таким образом, последовательность а 1 , а 2 , • • • мажориру·· 
ется последовательностью 1>1 , Ь 2 ••• , пока элементы послед-, 
ней остаются положительными. Здесь Ь 1 = s:, 

11т+1 /{Jm ==r 1 +· Ьт+I В. 
Несложно проверить, что 11т -=21(1-E.B(m-lJ). Действигель" 

но, 1)1 f'. 

1-t.B(ni-l) sB 
---- =l-1- --- = 1 -- ВЬт+1. 
1-аВт 

1 

1-аВт 

п 

Qqевидно, выполняется неравенство ~ ат<Z, r де l - дт1-
m=I 

на кривой. Тог да максимальная длина amn не больше, чем !)_\·~ 
.\'--J "N 

r де ~ l1 т · t < ~ l1m, если все величины Ь1 , ••• , Ь н положи~ 
m=1 



тельные. в самом деле, если предположить, что Д.Пfl некотои 
poro номера m0 выполняется неравенство ат0>Ь N' то последо-
вательность а , а 1 •••• , а +1 N мажорирует последова-

rа0 rп.- т. -

тельность bN, bN-t, . .. , Ь1 • Тогда а111 ,,. •• · am.-N+t > l и в 
то же время все слагаемые э1 ой сум ~ы больше, чем Ъ 1 = е. 
Противоречие. 

Оценим значение N: 

N N 

~ь >f edt -
~ т 1-~B(t- 1) 

--
1 ln 11 - е В( t-1 )! 
в 

m=I О 

}lля этого решим уравнение 

- l ln(l 
в 

Получаем 

eB(t----1)) х - l. 
о 

х = (1 + вВ)(l - e-RI )/(вВ). 

Очевидно, что N <х+ 1. Значит, 

Ьн<---
1 ii:Bx 

При м а"1ых е ве.1ичина 

eBl/(l + еВ( 1 - еВ 1)) 

N 

J 

положительна и меньшеt чем, например, 2е81 • Итак., у траек· 
тории типа (п, 1) при больших п минимальная длина llfi+P <~ 1 \ 

меньше максамальной н~ более чем в 2евt раз. Значит, мини­

мальная величина l:ft+i - ч:~А меньше максимальной не более 

чем в 2еВl"~ раз. В силу регулярности замены параметра Ч'_.,..tt 

минимальная величина l&i+t &1/ меньше максимальной не бо­

лее чем в с раз, r де константа с зависит только от кривой. 
Таким образом, координаты точек на торе Т2={31, .& 2 mod2r:}, 

соотRетствующих не вы рожденным периодическим траекториям 

типа (п, 1}, довольно плотно и равномерно заполняют кольцо 
о< v1--&2<0 при малых о в том смысле, что в любой откры­

'1 ой обпас1'и на Т2 , содержащей точку (&1, tt 2), такую, что {}1= 
= ft 2 1 имеются точки, соответствующие невырожденным перио· 
дическим траекториям типа (n, 1). Пусть F первый интеграл 
биллиарда, аналитический на торе. Во всех з1их точках 
grad F =О. По непрерывности имеем grad Fl.EJ.

1
=i}:i =О. 

СдеJJаем замену переменных 

Н 1 - fЭ2 - х mod 2т:, ft2 =у mod 2т:. 
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Положим F*(x, y)=F(t}1, tt2). Для всех у имеем 

дF* дF* 
дх (О, у) = д; (0,, у) == О. 

Значит, f* (О, у) =.fo не зависит от у. Выберем из последова· 
тельности функций 

дF* 
дх (О, у), 

первую не равную тождественно нулю. Пусть это будет функция 

ampJ/. 
axm (О. у)= и(у), 

тогда 

хт 
F*(x, у) -= F0 + - и(у) +- o(xm). 

m! 

Пусть и(у0) =1=0. Тогда существует 
окрестность точки (О, у0 ), такая, что 
для любой ее точки (х, у) из равенст­
ва дFlдх (х, у) =0 следует равенство 
х =0. Но этого не может быть, так как 
хотя бы одна из точек этой окрестнос­
ти порождает невырожденную перио­

дическую траекторию типа (n, 1). 
Рис. 46 Итак, все произ·вО1дные дmF*!дxm (О, 

у) ==О. Функция F* аналитическая, зна­
чит, P*==Fo. Теорема 1 доказана. 

3 а м е ч а ни е 1. Точно таким же способом можно доказать, что 
у биллиардов, принадлежащих V~.a.' не существует первого интег-
рала, аналитического на открытой области, содержащей кольцо 
{((J), tt), (J)ET1, ttE[O, nJ}, где (J) - координата на кривой точки тра­
ектории, а t} - угол между скоростью траектории после удара о 
тС>чку ер и положительным направлением касательной к кривой в 
точке (J) (см. рис. 46). Интерпретация биллиарда как диффеомор­
физма кольца на себя принадлежит Биркгофу f 42]. 

3 а меч а ни е 2. Уже отмечалось, что множество V~.a можно 

считать состоящим из биллиардов, обладающих бесконечным КО·· 
личеством невырожденных гиперболических периодических траек­
торий. Как известно, такие траектории обладают сепаратрисами. 
Если сепа·ратрисы ТJра.нсверсально пересекаются, то биллиард не 
может быть интегрируемым в силу их сложного поведения (см., на­
пример, [ЗJ). 

Пользуясь подобными соображениями, неинтегрируемость бил­
лиарда доказывал В. Ф. Лазуткин [26]. Однако В. Ф. Лазуткин 

132 



рассматривал не аналитические биллиарды, а гладкие (класса 
С00 ). Для последних не имеет смысла ставить задачу существова­

ния аналитического первого интеграла. 

§ 2. ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И ТОПОЛОГИЯ 
БИЛЛИАРДОВ 

Пусть конфигурационное пространство М лагранжевой механи­
ческой системы с двумя степенями свободы является гладким связ­
ным компактным многообразием с кусочно-гладкой (класса С2 ) 
границей дМ, а функция Лагранжа L=L2+L1+Lo принадлежит 
классу С2 на касательном, расслоении Т М. Символ Li обозначает 
функцию, однородную степени j по скоростям. Квадратичную фор­
му L2 будем считать положительно определенной. Функция L2 име­
ет смысл кинетической энергии механической системы и задает 
риманову метрику на М. 

Пусть в области М\дМ траектории движения являются реше­
ниями уравнений Лагранжа, при попадании траектории в гладкую 
точку границы дМ происходит упругое отражение, при котором 
энергия Н =L2-L0 сохраняется, а приращение скорости ортого­
нально границе дМ в метрике L2 (ер. введение, задача 7). Траек­
тории, попадающие в точки излома дМ, не имеют продолжения. 
Отметим, что мера начальных условий, соответствующих таким 
траекториям, равна нулю на Т М. Эта механическая систем а явля­
ется еще одним естественным обобщением биллиарда Биркгофа. 

Зафиксируем трехмерную поверхность уровня {H=h}c.TM 
интеграла энергии. Локально непостоянная измеримая функция 
F на уровне {Н =h} называется условным по Биркгофу первым ин­
тегралом системы, если она постоянна вдоль почти всех траекто­

рий энергии h [32, гл. IIJ. В этом параграфе рассматриваются ус­
.повные интегралы, полиномиальные по скорости (импульсу) и 
гладкие класса С 1 ! по координате. 

Теор ем а 2 [9J. Пусть h + L0>0 на М и биллиард имеет поли­
номиальный по скорости условный интеграл на уровне {Н =h}. 
Тогда 

~ (т:-811.) 2тt:х(М), (2.l) 
k 

где 0<011.<2л; - внутренние углы в точках излома границы дМ, 
из.меренные в римановой метрике L2, а х(М) - эйлерова харак­
теристика поверхности М. Если в ( 2.1) имеет место знак равенст­
ва, то углы ek соизмеримы с л;: 

(2.2) 

где п - степень условного интеграла. 
Напомним определение эйлеровой характеристики. Рассмот­

рим на М конечное число криволинейных отрезков ji, разбиваю­
щих М н·а несколько открытых областей, гомеоморфных двуиер-
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ному диску, причем отрезки "{i и "fj (i=l=j) могут пересекаться лишь 
по своим концевым точкам. Тогда 

х(М)=Г-Р+В, 

где Г число «граней» (открытых дисков), Р - число «ребер» 
(отрезков "fi, включающих отрезки на границе дМ), В - число 
«вершин» ~концевых точек "(i). В частности, если М гомеоморфно 
двумерной сфере с k уда.пенными непересекающимися открытыми 
дисками, то x(M)=2-k. 

Рассмотрим наиболее важный частный случай, когда граница 
дМ является гладкой. Согласно теореме 2 если х(М)<О, то бил­
лиард Биркгофа в М не имеет дополнительного полиномиального 
интеграла. Следовательно, наличие полиномиальных интегралов 
налагает нетривиальные ограничения на топологию пространства 

положений биллиарда Биркrофа. 
Топологические препятствия к интегрируемости впервые Ьбна­

ружены В. В. Козловым. В работе I20J рассмотрена динамика об­
ратимой системы с лаrранжианом L=L2 + L 0, пространство поло­
жений которой - аналитическая двумерная компактная поверх­
ность М. Доказано, ЧТО при условии х(М)<О уравнения движения 
не имеют аналитичесдоrо интеграла, независимого от интеграла 

энергии. Препятствием является наличие бесконечного числа неус­
тойчивых периодических решений. 

Впоследствии другое доказательство этого результата для слу­
чая геодезического потока (когда L=L2 ) было дано В. Н. Коло­
кольцовым [24]. Из-за свойства однородности уравнений движения 
здесь можно ограничиться рассмотрением полиномиальных интег­

ралов. Обобщение теоремы о неинтегрируемости для систем с до­
бавочными гироскопическими силами (когда L1ФО) дано С. В. Бо­
лотиным [71. Теорема 2 дискретный аналог этих результатов. От­
метим ряд следствий. 

1. Если углы границы поверхности М не превосходят л;, то не­
равенство (2.1) выполнено лишь тогда, когда М rомеоморфна дис­
ку, кольLI_у или листу Мебиуса, причем в двух последних случаях 
на дМ вообще не может быть углов (отличных от л;). 

2. Знак равенства в (2.1) выполнен, например, в случае би.л­
лиарда на плоскости внутри многоугольника. Тогда условие (2.2) 
необходимо и достаточно для существования полиномиального по 
скорости интегра~r~а. Действительно, в евклидовых координатах х. 

у этот интеграл имеет вид F=sin(arg(x+iy)n), где п - общий 
знаменатель рациональных чисел 0k/л. 

3. По теореме Гаусса - Бонне условие (2.1) эквивалентно не­
равенству 

JJ Kda 
м 

ф xds >О, 
"dм 

r де К - гауссова кривизна метрики Якоби ds=2V L2(L0 + h). а 
х. - геодезическая кривизна границы д М в метрике ds. Отме-
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тнм, что в случае L1&a.0 и отрицательных кривизн К и х бил· 
лиард оказывается эргодuчным на уровне энергии (Н =:h} {31 J. 
так что он не имеет даже измеримых условных интегралов на 

{Н = h}. 
Д о к аз ат е ль ст в о те о ремы 2. Без ограничения общно­

сти можно считать, что поверхность М ориентируема (иначе мож~ 
но рассмотреть двулистное ориентируемое накрытие над М). Оп­
реде.1им на М структуру римановой поверхности с помощью ло· 
кальных конформных (изотермических) координат х, у) таких, что 

L2=g(z) lzl 2, z iy (см. [50]). 
Пусть р=дL2/дz - комплексный импульс. Полиномиальный по 

.скорости условный интеграл F на {H=h}={pp·=U(z)= 
=g(z)(h+L0(z))} можно представить в виде 

F=Re ~ f1t(z)p 4l{H-h}, fп(2) О. (2.3) 
k=O 

где коэффициенты fk принадлежат классу С 1 на М. Произведение 
fk(z)p'k и дифференциальная форма pdz являются инвариантными, 
не зависящими от координат, объектами, следовательно, диффе­
ренциал ffik = ( dz)k/f k порядка k на М не зависит от выбора кон­
формной координаты z. Ясно, что этот дифференциал не имеет ну­
лей, а его особые точки совпадают с нулями f k· 

ели F условный интеграл, то скобка Пуассона 

поэтому дf п/дz О и ffiп - мероморфный дифференциал в М\дМ. 
Голоморфность функции fп обнаружена Биркrофом [42] при n=2, 
а пост1роение формы wn по полиномиальному по скорости интегра­
лу впервые предложил В. Н. Колокольцов ([24], см. также [7J). 

Предложение 3. Комплексные импульсы Р± до и после от­
раже,rи1я от границы дМ в гладкой точке связаны формулой 

Р+т= Р-т:, где т - ко;нплексный касательный вектор к дМ в точке 
отра:~т-rения z. 

Действительно, так как yr лы между парами ве1tторов i+ и 
-::, -t: и 2_ равны и l z+\ =-= 1 i_I {в силу закона отражения), то ве­
Jiичины i+f t и i_/'i. комплексно сопряжены. Остается восполь-

зоваться равенствами Р+ = 2g(z)z±. 
Дифференциалы ш1, ... , ffiп. принимают вещественные зна • 

чения на векторах, касательных к дМ; т. е. ограничение юf:l.J 
k= 1, ... , п, на границу дМ вещественно: Im wf:l.\дм ==О. В са­
мом деле, в силу предложения 3 условие F(z, р_) = F(z, Р+) 
эквивалентно равенству 

135 



откуда 'tk/f k(z) ... ik/f 11.(z) для всех k == 1, ... , п. 

По теореме Римана [501 существует конформное отображение 
открытой Rимановой поверхности М\дМ на N\дN, где N - ком­
пактная риманова поверхность с краем дN, состоящим из конеч­
ного. числа окружностей. Оно продолжается до гомеоморфизма М 
и NJ конформного в гладких точках края дМ. Пусть Q - меро­
морфный дифференциал на N\дN, соответствующий <Un при этом 
отображении. Он непрерывно продолжается на всю грани1:1.у дN" 
за исключением конечного числа точек, соответствующих особым 
точкам дифференциала <Un и точкам излома дМ. 

Пусть N - поверхность N с конформной структурой, опре· -деляемой локальными координа1ами ~' r де ~ - локальные 

конформные координаты на N, а S :::::! NUN - поверхность, по ... 

лучаемая склеиванием N и N вдоль дN. Тогда S - компакт­

ная риманова поверхность без края (дубль поверхности N). 

Так как ограничение дифференциала Q на дN вещественно, то 
по принципу симметрии Римана - Шварца Q продолжается до од­
нозначного дифференциала, почти всюду голоморфного на S. О.и 
имеет полюсы в точках, соответствующих нуля.м коэффициента f nt 
и не имеет других нулей и подюсов кроме точек, соответствующих 
изломам границы дМ. 

Пусть z - конформная координата на М, причем z=O в точке 
излома дМ с углом 8=лсt, O<ct<2, а ~ - конформная координа­
та на S, такая, что t=O в образе этой точки при гомеоморфизме· 
М на N и подмножество N cS Локально задается неравенством 
Ret~O. Тогда обратное отображение N в М лока"1ьно задается. 
формулой z=·tp(t)a:., Ret~O, где отображение tp конформно и име" 
ет непрерывную производную при Ret~O, :причем tp (О) =0, q/ (О) =1=-· 
*О. Имеем 

<Un = 
(dz)" 

f п(z) 
[a<p(~)a:-t<p'(~)Jn(dC)" = Q. 

J п(<J'(~)а) 
(2.4) 

Из последнего равенства следует, что форма О имеет при 
с-о особую точку (нуль или плюс) порядка не больше ч:ем 
п(сх-1 ). Та1<им образом, Q _ мероморфный п-дифференциал на 
S, причем сумма порядков его особых точек не больше 

~ n(&k/-r.-1 ). Так как сумма порядков особь~х точек мероморф· 
k 

ноrо п"дифференциала на S равна -nx(S) == -2пх(М) (50]. то 
первое утверждение теоремы доказано. 
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Если в соотношении (2.1) имеет место знак равенст.ва, то все 
особые точки дифференциала Q соответствуют точкам излома гра­
ницы дМ, причем порядок k·й особой точки равен n(01t/n-l). Сле­
довательно, числа n0kf:rt - целые. Что и требовалось доказать. 

§ 3. ИНТЕГРИРУЕМЫЕ БИЛЛИАРДЫ НА ПОВЕРХНОСТЯХ 
ПОСТОЯННОЯ КРИВИЗНЫ 

В этом параграфе привод11м описание интегрируемых билли­
ардов на многообразиях постоянной кривизны. Излагаемые ни­
же результаты принадлежат С. В. Болотину. 

1. Пусть Mm - риманово многообразие с метрикой (,), а Dc. 
с:М - область с границей Г, состоящей из конечного числа глад­
ких регулярных rипе:рп01верхностей. Биллиа,рдом в D назовем ди­
намическую систему с фазовым пространством Р={ {v, х): 
VET хМ, xED, llvll2 = 1}, траектории которой являются геодезичес­
кими, причем при попадании в точку хе:Г они отражаются по уп­
ругому закону: 

v ~ v' v - 2n(v, n). (3. 1} 

Здесь v, v', ne:T хМ и n - вектор единичной нормали к Г. Траек­
тории, попадающие ,в точки излома Г, не имеют продолжения. 

В этом параграфе рассматриваем условные интегралы (по 
Биркгофу; см. § 2) биллиарда в D, являющиеся полиномами П() 
скорости vET хМ с С1 ·rладкими коэффициентами. Если F - ус· 
ловный интеграл, то F принимает постоянные значения на каждой: 
геодезической в области D и сохраняется при отражении (3.1): 

F(v, х) = F(v -2n(v, n), х); хЕГ~ vETxM. (3.2) 

Без or раничения общности можно считать, что F одно-
родный полином по скорости v. Действительно, функцию F 

п 

можно разложить в сумму F=F1+F2 , где F1 :::a ~ Ф2k+1 - сум­
k=О 

п 

ма нечетных однородных по скорости форм, а F2 = ~ Ф2k-сум-
k-о 

ма четных форм. Домножая :каждый член суммы Fit i = 1, 2, 
на интеграл энергии в соответствующей степени, можно до~ 

биться того, чтобы полученная функция стала однородной по 
скорости, при этом она, конечно. останется условным первым 

интегралом биллиарда. 

Л ем м а 7. Интеграл биллuарда с границей Г является интег­
ралом геодезического потока на Г. Обратно, квадратичный по ско·­
рости интеграл геодезического потока на М и на Г является ин­
хегралом биллиарда. 
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Доказательство. Пусть F=Fn(v, ... , v; х), где F - сим­
метричная полилинейная форма по v степени п. Если F - интег­
ра.r1 :-еодезическоrо потока на М, то ковариантная производная 

vF(v, ... , У; х) =О, v Е ТхМ. (3.3) 
m+1 

В силу равенства (3.2) 

F(п, v, ... , v; X):!ii!!aO, vЕТхГ. (3.4) 

Действительно. если продифференцировать по F при в=О и 
v Е Т ,J' тождество 

F(v вn, ... , v+Fn; x)-J?(v+en -2n(v+вn, n), ... ; х)==О, 

то получим соотношение (3.4). 
Урав~rение геодезического потока на Г имеет вид 

Vv'r - Лn, (3.5) 

от.куда в силу (3.3) - (3.5) 

d 
-F(v, ... , v; x)=VF(v, ... , v; х.) mF(v"v. У, ... , У; х)..., О 
dt --

т+1 

вло.<Jь геодезической на Г. 
Обратное утверждение следует из того, что для квадратичной 

по скорости функции F равенство (3.2) следует из (3.4). В самом 
деле, пусть хе:Г, ve:TxM. Тогда v=n(v, n) +vн где vtETxГ. Та­
ким образом, 

F(v-2n(v, n), v-2n(Y, n); x)-F(v, ,·; х)= 

- 4(v, n)F(n, ''; х) + 4(v, n)2F(n, n, х) == 
-4(v, n)F(n, v --=; х) =- О 

в силу (3.4). Ле~ма доказана. 
Биллиард назовем uнтегрируелtыя по Биркгофу, ес.1и он имеет 

пz-1 полиномиа.пьных по скорости интегралов на PJ находящих­
С9 в: инволюuии и почти всюду независимых. Отметим. что все ин­
тегрируемые биллиарды, описанные в гл. 4, являются ннтегрируе­
:.\1ым н по Биркrофу. 

2. Далее М будет многообразием постоянной кривизны К. До­
стспочно рассмотреть случаи К= l (сфера), К =-1 (пространство 
Лобачевского) и К =0 (евклидово пространство) . 

. Многообразие постоянной кривизны 1 можно реа.1изовать как 
гиперповерхность 

~-{rERm+ 1 :H(r)-+l); H(r)=<Ar, r> (3.6) 
с метрикой 

11 ~/1 2 = Н( r), 
rдt: A=diag(l, "., 1, +1) [75}. 
1 

(3.7) 



В случае К= 1 rиперповерхност& ~ несвязна и поэтому 
(:Ледует взять одну из ее связных компонент, например rm+1> 
>О. Отметим также, что при К =:r ~1 матрица t3. 7) индефи­
нитна в пространстве Rm+i, но она становится положительно 
опреде.r.енной при ограничении на поверхность ~· 

Многообразие ну левой кривизны реализуем в виде гипер­
плоскости 

~= {r Е пт+1 : Гm+1=1} 

с ме1рвкой вида (3.7), где A=diag(l, ... , 1, О). 
Уvавнения геодезического потока на ~ имеют вид 

~ 

тде }( - кривизна. В частности, геодезический поток на ~ имеет 
матричнозначный интеграл момента 

(3.8) 

а геодезические являются сечениями поверхности ~ двумерными 
пдоскостями, проходящими через точку r=Oe::Rn+1• . 

Так как отображение из множества геодезических на ~ в мно· 
.zкество кососимметрических матриц (кососимметрических 2-форм в 
Rn+J) инъективно, то ~1юбой первый интеграл геодезического по­
тока на ~ является функцией от М. 

Пред л о же н и е 4. Пусть В - сим.ittетрическая матрица. Если 
zраница биллuарда на 2: составлена из кусков гиперповерхностей 
Г= иг,~~· 

Г} ={rE~: <B,.r, r>=O}; В,_=(В-).А)- 1 при det (8-ЛА)i=О, 

Г;. ={rE!i:<1·, Х>=О; (В-ЛА)N"=О} при det (В-ЛА)-0, (3.9) 

то 6u.ллиард интегрируем по Бuркгофу. В частности, для любого 
µ R функция 

F;)_(r, r) ~ <B11_r, r><B:L r, ~· >-<В(_1·, ~·>' (3.10) 

являеи:я первы.м антегралоJrt биллuарда. 
ид интегра.1а (3.10) взят из работы [631 Ес.1и разложить Fµ 

.в сумму простых дробей 

m+1 

k , det (B--1.iA) =О, F'
, __ ~ Fi(r, .r) . 

' tJ.-f,t 
i=i 

то Fi, i-1, ... , т, дают полный набор интегралов в инволю­

ции биллиарда с~
1 

F, О, см. (63)} 
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Для доказательства предложения 4 достаточно проверить, ЧТ{):! 
F11 - интеграл геодезического потока на :I: и на Г". В самом деле" 
тогда из квадратичности F11 и леммы 7 будет следовать, что Fµ. -
первый интеграл биллиарда. 

Покажем, что F 11 постоянен вдоль геодезического потока на Г ~ 
(постоянство Fµ вдоль геодезического потока на ~ проверяе'rся: 
аналогично). Ограничимся случаем d·et·( В-ЛА) =1=0. Уравнение: 
геодезических на поверхности (3.9) имеет вид 

Ar = (1.Влr - KAr, 

где а - неопределенный мноЖитель Лагранжа. ._Тiеrко получаем. 
равенство 

~:= aAB1.r -· Kr. 
В силу (З.10) 

Fp.(r, r) =2a{<Bµr, r> <ВлАВµ r, r>-
-<B11-r1 r> <ВлАВµr, r>}. (3.1 l) 

Поскольку В л АВµ = (B:J, - В л)/(t-t-Л), то 

• 1 . . 
<BJ,ABµr, r>=-:-(<Bp.r, r>-<Вл r, r>), 

(J.-Л 

где <B).r, r> = <В1. r, r> =О, так как r Е Г1. и r Е Т7Г1" Под-. . 
ставляя эти равенства в (3.11), получим FtJ-(r, r)=O, что и тре-
бовалось доказать. 

Недавно А. П. Веселов показал, что в случае Г =Гл би.1~ 
лиард с границей Г можно проинтегрировать в &·функциях. 
Якоби (73]. 

3. В дальнейшем ограничимся двумерным случаем (т == 2)~ 
Момент М можно теперь считать вектором М = [r, ~] Е R3 • По­
кажем, что при ~ Е Т ,Ii интеграл энергии Н( r) имеет вид 

н( r) =<А r, r>= <АМ, M>=fl(M). (3.12)_ 

Действительно, например, при К =i=O это с"т~едует иэ равенств 

<АМ, M>=<A[r, ~], [r, r]>= <K[Ar, А r}, [r, r]>= 
=K<r, ((Ar, А~], r]>=K<r, -Ar<A ;, r> + 

+А r<Ar, r)) =<А r. ~>· 
Здесь мы воспользовались. ортогональнос1ью оператора А, а 
также соотношениями <А r, r> =О, <Ar, r> =К. 
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П р е д л о ж е н и е 5. Если биллиард с границей Г имеет непос-
7оянный на фазовом пространстве полиномиальный по скоростям 
.интеграл, то Г состоит из кусков алгебраических кривых на :Е. 

До к аз ат ель ст в о. Без ограничения общности можно счи­
"Тать, что интегра.п F является однородным. полиномом по скорости 
-четной степени 2п. В случае нечетной степени возведем его в квад­
рат. Поскольку геодезическая на :Е однозначно определяется мо­
·ментом М, то F =Ф (М), где Ф - полином степени 2п. Пусть S -
<>дин из гладких кусков Г, параметризованный длиной дуги r= 
=r(s) E.S. По лемме 7 имеем 

Ф(М(s))==Л, M(s)=[r(s), r'(s)], (3.13) 

rде штрихом обозначена производная d/ds. Покажем, что если.на 
.S выполняется неравенство 

М' (s) =[r (s), r" (s) J:i=O, (3.14) 

io S содержится в пересечении ~ПС" поверхности ~ с конусом 

С;.= {д/>JдМ: f л(М) = 0}; f л(М) =ii Ф(М) ЛН"(М). (3.15) 

Действительно, в силу (3.12), (3.13) имеем fл(M(s))==O, откуда 

<дf л/дМ, M'(s)> ==О. (3.16) 

Из однородности функции f,, получаем соотношение 
<дf л./дМ. М> == 2п/л(М) =О. (3.17) 

Если M'(s)=;t;Q, то из (3.13), (3.14), (3.16), (3.17) следует, что 
r(s) и дfл/дМ (M(s)) ортогональны линейной оболочке векторов 
M(s) и M'(s). Таким образом, векторы r(s) и дf/дМ .(M(s)) кол­
линеарны, что и требовалось доказать. 

Если S - Fладкий кусок Г, на котором M'(s)!!!!iO, то S - отре­
зок геодез.ической {re;:E: <r) М> =0}. Предложение доказано. 

Из формулы (3.15) вытекает 
След ст в и е. Если биллиард на поверхности постоянной кри­

визны имеет непостоянный на фазовом пространстве квадратичный 
по скорости интеграл <ВМ, М>, то каждый негеодезический ку­
сок Г имеет вид (3.9). 

Биллиарды на плоскости Лобачевского, имеющие квадратич­
ный по скорости интеграл, впервые описаны А. М. Абдрахмановым 
,с использованием модели Пуанкаре (см. задачу 4 гл. 4). 

4. Укажем геометрическую интерпретацию доказательства 
nредложения 5. 

Пусть S - гладкий неrеодезический кусок r. а 
S = {[ r] Е npa : r € S} 

- множество прямых в R3, каждая из которых проходит через 
начало координат и точку кривой S. Тогда условие .(3.15) означа-
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ет, что s содержится в с", причем конус ·с", рассматриваемый как­
кривая в проективной плоскости RP2, двойствен к проективноi{ ал-­
гебраической кривой 

S* = {[M]e:.:RP2*:f"(M) =0}. 

Напомним, что двойственная проективная плоскость. RP2* является 
множ-еством прямых в RP2, а двойственная кривая S*c:RP2• к кри-· 
вой С" есть множество прямых в RP2, касательных к S. Кривая,. 
двойственная к двойственной, совпадает с исходной (см. [52)). 

Таким образом) каждый гладкий кусок S границы Г интеrриру·­
~моrо биллиарда содержится в алгебраической кривой 

Sc:{re~:g(r) =0}, ( 3.18) 

где g - однородный полином на R1• Без ограничения общнос­
ти можно считать, что g неприводим над С. Пусть Sr:.-алгеб· 

раическое замыкание кривой S, т. е. 

Sc = {[r] Е СР2 : g(r) =О}. 

Тогда Sс-неприводимая проективная алгебраическая кри· 
вая степени d=degg. 
Пр ед ложен и е 6. Пусть S - гладкий кусок границы интег­

рируемого оиллиарда, такой, что ·его алгебраическое за.ньtкание 
Sc в СР2 - гладкая алгебраическая кривая (крива;:~ без особен­
ностей в СР2 ). В случае ненулевой кривизны ~ предположuJt до-

" полнительно, что Sc имеет хотя бы одну точку трансверса.ль•· 
нога пересечения с абсолютом 

Л={[r]е:.:СР2:Н (r) =0}. 

Тогда Sc -алгебраическая кривая первой илw второй степени. 
В случае общего положения кривая Sc степени d имеет по­

теореме Везу 2d точек трансверtальноrо пересечения с А. Ес­
ли опустить условие существования точки трансверt.:альноrо, 

пересечения Sc и А в случае ненулевой кривизны, то из дока·· 
зательства следует лишь, что d <, 3. 

Доказательство предложения 6 в случае нулевой криsиз· 
ны содержится в работе (10). В общем случае идея доказа· 
тельства та же и состоит в следующем. Изв.естио (52), что 
г .падкая проективная алгебраическая Iiр:ивая Sc С СР1 степени d 
является компактной римановой поверхностью эйлеровой ха" 
рактеристики 

х (Sc) = d(З - d) . . 
По непостоянному на фазовом пространстве полиномиальному 
степени 2п по скорости первому интегралу F строится меро-

морфный дифференциал Q степени 2п на Sc, не имеющий ну· 
лей и имеющий полюс степени п в каждой точке трансвер-
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сальноrо nересечения Sc и Л (ер. с § 2). По форму.пе Римана­
Гурвица ве.:~ичина 2nx(Sc) равна сумме кратностей полюсов Q• 

т. е. 2пх(Sс)>п, откуда следует, что x(Sc)>O и Sс-сфера 
Римана. Поэтому d < 2, что и требовалось. Подробносн1 дока­
зательства опустим. 

5. Назовем гладкий кусок границы Г биллиарда неособым, если 
он удовлетворяет условию предложения 6 и не яв.ляется куском 
геодезической на L. 

Те о рем а 3 (классификация неособых интегрируемых бuлли­
ардов ). Если хотя бы один кусок границы Г интегрируемого 6u.л­
лиарда неособый, то выполняется одно из двух утверждений: 

1) биллиард имеет квадратичный по скорости интеграл) а его 
граница Г состоит из кривых вида (3.9) с неиз.менной матрицей В; 

2) биллиард ияеет интеграл четвертой степени G2, где 

D == <ВМ, М> сН(М) 

а Г состоит из кусков кривых вида (3.9) и геодезических 

( 3.19) 

причем в случае ненулевой кривизны следует выбирать вектор 
е2 не параллельны;и плоскости 2: и лишь первую из геодезических 
(3.19). 

В случае нулевой кривизны кривые (3.9) оказываются семей­
ством софокусных эллипсов и гипербол вместе с двумя предеJIЬ­
ными прямыми. На рис. 47 изображено такое семейство в:\rесте с 
интегрируемым биллиардом первого типа. 

Rривые {3.9) Yioryт также образовывать семейство софокус­
ных парабол. Если граница области состоит из кусков таких пара­
бол, а также из куска прямой (3.19), то соответствующий билли­
ард интегрируем и принадлежит второму типу (см. рис. 48). Бил· 
.'Iиард такого вида впервые описан в [48). 

Рис. 47 Рис. 48 

f43 



До к аз ат ель ст в о теоремы. Пусть S - гладкий неосо­
'ОЫЙ кусок Г. Тогда в силу предложения 6 существует матрица В, 
такая, что 

Sc (rE L:<B-1r. r>= О}. 

Пусть F=Ф2п (М) - первый интеграл биллиарда. Тогда из до­
жазательства предложения 5 с~1едует, что 

Ф2п=f(G, Н), '(3.20) 

где G(M)=<BM, М>. Функция f(G(M), Н(М)), очевидно, яв-
.1яется однородным полиномом по G и Н степени п. 

В силу следствия из предложения 5 каждый неrеодезический 
кусок Г имеет вид (3.9). 

Пусть теперь L={rEL: <r, N> =0} - геодезический кусок Г. 
Поскольку для любого rEL 

<AN, Ar>=<N, r>=O, 

то векrор А N лежит в Т r L и является нормалью к L в .ч:етрике Н 
на 1: Таким образом, в силу (3.1) при отражении от L 

, 2 AN<N. V> 
V-+\' =V- . 

<AN,N> 

Оrс-юда несложно вывести, что при отражении от L 

M=(r,v]-""M1 =[r,v')=-M+2N <AN,M>. 
<AN, М> 

(3.21) 

Для того чтобы функция (3.20) сохранялась при отражении 
i 3.21), необходимо, чтобы 

f(G(M), l)=f(G(M'), 1). (3.22) 

Здесь мы использовали тот факт, что Н(М) =Н(М') = l. В силу 
~3.21) имеем 

G(M') == G(M)- 4 ::: ::~ <(В-ЛА)N. М>, 

rде Л=<ВN, N>/<AN, N>. 

(3.23) 

Если интеграл F непостоянен Н8 фазовом пространстве билли­
арда. го f ( ·, 1) ~ непостоянный полином. Из условия (3.22) сле­
дует, что квадратичные формы G (М') и G (М) зависимы на по­
верхности H(M)=l. Поско.1ьку (М')'=М, то либо G(M'):::a:;: 
= G(M), либо К (М') ::ii::-K (М), где К (М) =G (М)-сН.(М) для 
некоторого с. 

В первом случае в силу "(3.23) имеем ( B-t..A) N =0, так что 
геодезическая L имеет вид (3.9). Во втором случае 

К(М) = 2 <М, AN> <(B-~A)N, М> . 
<N, AN> 
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nолаrая е 1 = N. е2= (В-ЛА) N, по.пучим <е1, ez> =0. 
Если кривизна 2: отлична от нуля, то функцию К можно пред-

.ставить в вш1~ 

К(М) = 2 <М' AN> <М, AJ> ' 
<N, AN> 

где J=A-Ie~=Ae2• Покажем, что функция К2 (М) сохраняется при 
отражении от геодезической L 1 ={rEl:: <r, Aez> =0}. Действи­
тельно. в это:.1 с,1учае 

М-+М1 =- М + 2J <AJ, М> '· 
<AJ, J> 

откуда нec.10;.+.:n:ry получается равенство 

<N. AN>K(M') = 2<М', AN><M', А J> = 
2<М, AN><M, AJ> = <N, AN>K(M), 

qто и требова.1ось. 
Ранее мы показали, что если граница неособого интегри-

руемого биллиарда содержйт кусок геодезической L = {r Е ~: 
r. N> =О}, то соответствующая квадратичная форма К(М) 

делится на линейную форму <М, AN>. Следовательно, таки­
ми 1·t:одезическими могут быть только L и L'. 

Ес.гrи. кривизна равна ну.r~ю и вектор е2 параалелен плоскости 
~, то первый интеграл К2 оказывается зависящим только от скоро­
сти v, т. е. все куски Г оказываются вырожденными. Если е2 не па­
раллелен 2:, то аналога геодезической L' не существует в силу не­
обратимости :чатрицы А. Теорема доказана. 

§ 4. ЭРГОДИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА БИЛЛИАРДОВ 

Пусть М - часть евклидовой плоскости, ограниченная замкну­
той кусочно-r.1адкой кривой дМ. Как уже отмечалось) мера мно­
жества начальных условий, при которых траектория биллиарда по­
падает в точку из.пома дМ, равна нулю. 

Пусть ер mod 2л - угловая координата на границе дМ, пропор­
циональная д.rхине дуги. Каждая ломаная траектория определяет­
ся одним из своих прямоугольных отрезков. Пусть <р1, <р2 , <р3 - три 
посJ1едовательные точки траектории, лежащие на границе. Соот" 
:ветствие (ср1, <р2) -')о- (ср2, срз) определяет отображение чr двумер­
ного тора Т2 на себя. Это отображение изучалось нами в гл. 2. 

П р е д д о ж е н и е 7. Отображение Ч! сохраняет меру 

dp. = (д'lq>1, q>21 )-1 d<p1dCfJ2 
дq>1д<р2 

на торе Т2, где 1 <р 1~ <р2 ! - длина отрезка, соединяющего точки на 
r'!ранице бuллuарда. 
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Это означает, что д.1я любой измеримой области D справедливо 
равенство 

µ(D) = µ (Ч' .(D) ), 

где 

\J.(D) = J S dtJ.. 
D 

Мера µ может иметь сингулярности на Т2• Предполагаем, что мера 
всего тора Т2 конечна. Это условие заведомо выполнено д.rrя бил­
лиардов с гладкой регулярной выпуклой границей. Преддожение 
7 было известно еще Биркгофу [42, гл. VП. Оно является следст­
вием теоремы Лиувилля о сохранении фазового объема в теории 
гамильтоновых систем. 

Биллиард в М назовем эргодически1vt, если Т2 нельзя разбить 
в сумму двух непересекающихся измеримых областей положитель­
ной меры, инвариантных относительно отображения 'Р'. Тор тz 
является топологическим пространством со счетной базой окрест­
ностей, причем каждое его непустое открытое подмножество име­
ет положительную меру. Поэтому, как доказывается в эргодичес­
кой теории, в предположении эргодичности для почти всех 
(ср1, ср2 ) ='ФЕТ2 траектория точки 'Ф (т. е. последовательность 

{ Чf п ( 'Ф) }о ) всюду плотна на Т2 (см., на прим ер, [25; 531). 
Полезно иметь в виду следующее эквивалентное определение 

эргодичности: всякая инвариантная относительно отображения 
Ч' функция F (т. е. F(Ч' ('Ф)) =1F('Ф) для почти всех 'Ф Т2 ) почти 
всюду константа. Следовательно, эргодические биллиарды неин­
тегрируемы: отсутствуют нетривиальные дополнительные измери­

мые (а не только гладкие или непрерывные) интегралы. 
С наглядной точки зрения биллиард в М эргодичен, если почти 

все его траектории проходят сколь угодно близко к любой задан­
ной точке М с направлением, сколь угодно близким к "1юбому за­
данному. Введем в рассмотрение слабо эргодические би"r~лиарды. 
когда почти все траектории всюду плотны в М. Ясно, что эргоди­
ческие биллиарды слабо эргодичны; обратное неверно. Примером 
служит биллиа рд в квадрате: любая траектория с иррациональ­
ным тангенсом угла наклона всюду плотна в нем, однако каждая 

траектория состоит из отрезков только двух направлений. 
Задача об эргодичности биллиардов усиленно изучается. но ре­

шена еще далеко не полностью ввиду ее сложности. Приведем 
краткий обзор основных относящихся сюда результатов. Рассмот­
рим сначала выпуклые биллиарды. 

Теорем а 4 (В. Ф. Лазуткин [26]). Если граница дМ являет-, 
ся регулярной выпуклой кривой класса гладкости С2, то бuлли­
ард в М не является слабо эргодическим. 

Введем каустики - гладкие кривые у в области М, обладаю~ 
щие следующим свойством: если хотя бы один отрезок .1оманой 
траектории касается "'{, то все остальные отрезки этой траектории 
.(или их продо.11жения) касаются 1· В случае окружности и:меется 
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()ДНО се~1ейство каустик - концентрические окружности, а у эл­
лиnсt:J два семейства - софокусные с ним эллипсы и гиперболы 
(см. § 1 гл. 4) . 

С помощью результатов КАМ-теории (К:олмогорова -Арноль­
да - Мазера) в предположении теоремы 4 В. Ф. Лазуткин дока­
зал существование бесконечного семейства каустик, имеющих по­
.ложительную суммарную меру в М и накапливающихся у границы 
дМ. При этом мера точек двумерного тора Т2, отвечающих траек­
ториям~ касающимся каустик, также положительна. Отсюда выте­
кае1'~ в частности, отсутствие слабой эргодичности (и тем более эр­
годичности). 

Ра<:с~rотрим теперь биллиарды в многоугольниках. Даже в вы­
пуклом случае для них не справедлива теорема В. Ф. Лазуткина. 
Несмо.rря на кажущуюся простоту, задача изучения эргодических 
свойств биллиардов в многоугольниках в настоящее время остает­
ся открытой. Упомянем некоторые наиболее известные результаты 
в этой области. 

Теорем а 5. Если углы многоугольника М рационально соиз-
..л-tерu;иьt с л, то 

а) биллиард в М не является эргодическим, 
б) биллиард в М слабо эргодичен. 
Заключение а) вытекает из более сильного утверждения об ин­

тегр:ируемости биллиарда в многоугольнике с соизмеримыми угла­
ми: кроме интеграла энергии биллиард допускает новый полино­
миальный по rкоростям интеграл (см. § 2). Заключение б) (и не­
которые его уточнения) доказано в работах [57; 45; 58]. 

Множество всех многоугольников на плоскости имеет очевид­
ную структуру топологического пространства; обозначим его И. 

Теор е :м: а 6 [571 Существует .множество Хе.И, такое, что: 
( 1) Х является пересечением счетного числа открытых .мно­

жеств, 

,{2) х плотно 8 и, 
{3) биллuард в любом многоугольнике М е:Х является транзи­

тивным. 

Биллиард в М называется транзитивны.м, если найдется хо­
тя бы одна точка ф Е Т2, такая, что ее орби1а {Wm('\f )}0 всюду 
плотно заполняет Т2 . Эквивалентное определение; найдется 
траектория биллиарда, проходящая сколь уrодно близко к лю­
бой заданной точке М с направлением, сколь угодно близким 
к любому заданному. Эргодические биллиарды, очевидно, 
транзитивны. 

Рассмотрич биллиард в области М, изображенной на рис. 36: 
все регулярные компоненты границы дМ являются гладкими 
(класса С3 ) выпук"1ыми внутрь М кривыми, и кривизна границы 
принимает строго положительные значения. Такие биллиарды 
называются рассеивающими, или биллиардами Синая. Они явля­
ются дискретным аналогом гладких rипер1болическ:их систем: в 
результате отражений от вогнутой границы расстояние между 
близкими траекториями увеличивается с экспоненциа.т~ьной скоро-
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стью. В частности, все периодические траектории гиперболичны и.,. 
следовательно, неустойчивы (см. rл. 2). 

Теорем а 7 (Я. Г. Синай [31}). Рассеивающие бuл.лиарды эр­
годичны. 

Имеются эргодические биллиарды, не являющиеся рассеиваю­
щими. Регулярная компонента границы биллиарда. выпуклая во-­
вне (внутрь) М, называется фокусирующей (рассеивающей). 

Теорем а 8 (Л. А. Бунимович [11]). Биллиард в j\1 является; 
эргодическим, если выполнены следующие условия: 

( 1) граница дМ составлена из фокусирующих и рассеиваюи1их 
компонент; 

(2) кривизна каждой фокусирующей компоненты дМ постоян­
на; 

(3) никакие две фокусирующие компоненты не s в,1 яются дуга­
ми одной и той же окружности; 

( 4) дуга~ дополняющая любую фокусирующую ко.~tпоненту д(р 
полной окружности, лежит внутри области J\f. 

Рис. 49 Рис .. )0 

Заметим, что длина фокусирующей части граниuы дМ может 
существенно превышать суммарную длину рассеивающих компо­

нент дМ (см. рис. 49). 
В работе Л. А. Бунимовича [47] приведены при~1еры эргодиче­

ских биллиардов, у которых граница дМ вообще не имеет рассеи­
вающих ком.понент. Самым популярным среди них яв.1яется «ста­
дион»; его граниuа составлена из двух полуокружностей и двух 
касательных к ним отрезков (рис. 50). Этот бид.1иар.:~, выпую1ый, 
а его граница имеет гладкость С 1 (ер. с теоремой 4). 

ЗАДАЧИ 

1. Доказать, что уравнения движения билли а рJной системы в 
об.пасти с границе1i (3.9) разделяются в конических координатах -
корнях уравнения <B".r, r> =0 [631 

2. Пусть граница биллиарда Г состоит из геодезических много-
образий - сечений поверхности ~. гиперп"1оскостями Г1. = 
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={re:2:: <r, et> =0}. Показать, что если группа преобразований, 
порожденная отражениями 

r-+ r 
2Aei<r, е,> 

' <Aet, е> 

конечна, то биллиард интегрируем (ер. с задачей 6 из гл. 4). В 
случае пространства Лобачевского эти группы называются гuпер­
болuческuмu группами Кокстера. 

3. Доказать, что кривая вида (3.9) пересекается с геодезичес­
кой (3.19) под уг.лом л/4. 

4. Указать все бил~1лиарды на плоскости, допускающие непо­
стоянный интеграл, линейный по скорости. 

5. Доказать, что двузвенные периодические траектории би.пли­
а рдов из теоремы 8 либо вырождены, либо гипер·боличны. 

ДОБАВЛЕНИЕ 1. СИСТЕМЫ С УПРУГИМИ ОТРАЖЕНИЯМИ 
И КАМ-ТЕОРИЯ 

1. Простейшей системой с упругими отражениями является 
бил.пиард в евклидовой полуплоскости. Траектории такого билли­
арда, очевидно, отождествляются с лучами света, отражающими­

ся от прямолинейного зеркала. Из геометрической оптики известно 
простое наблюдение, состоящее в том, что лучи света можно «вы­
прямить», рассмотрев после отражеt~ия не сам луч, а его образ 
при симметрии относительно зеркала. В работе [17], В. Ф. Журав­
"1ев предложил аналогичным образом «выпрямить» траектории 
произвольной механической системы с упругими отражениями. Он 
показал, что с помощью надлежащей замены координат можно 
сделать непрерывными обобщенные скорости (или импульсы), 
причем ускорения, вообще говоря, остаются разрывными. Этот 
подход в соединении с методом усреднения позволил решить ряд 

новых интересных задач из динамики виброударных систем 
(.см. [18J). 

А. П. Иванов и А. П. Маркеев [19J представили уравнения дви­
жения систем с упругими ударами в гамильтоновой форме. Из­
ложим вкратце их конструкцию. 

Пусть натуральная механическая система с функцией Лагран­
жа L=T-V стеснена идеальной односторонней связью. Тогда су­
ществуют локальные координаты q0, .", Qп на конфигурационном 
пространстве, в которых связь имеет вид q0~0, а кинетическая 
энергия равна 

а 0т==0, m=l, . " ,n· 

Существование таких координат установлено в § 3, гл. 1. 
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Уравнения движения в промежутках между ударами о связь 
имеют вид 

.!!_ дL дL = F 1 __!!__ дL -- дL =о k > 1 
dt дq. дq0 dt дqk дqk ' ' 

где F - реакция напряженной связи: F =0 при q0 =F О. Запишем 
первое из этих уравнений при Ло = q0 =О: 

Поскольку а00 >О, то, с,1едуя [33], получим, что 

F = max {О, дV } 
дqо . 

Чо=О 

(1) 

Определим вспомогательную систему при помощи функции 

Лагранжа L'(q, q, t)=L(lq01, q1, ••• , Qп, q, t) и обобщенной си· 
лы (1). Несложно проверить, что траектории q(t) исходной сис­
темы и q'(t) вспомогательной системы с одинаковыми началь­
ными условиями связаны простыми соотношениями 

qo(t) = Jq~(t)I, qя(t) = q~(t), k > 1. 

Вспомогательная система уже никiкимиА связями не стеснена. 
Произведя преобразование Лежандра 

дL' р - -. , Н - р q - L', 
дq 

запишем уравнения движения в канонической форме 

дН 

q ==др ' Р-
дН 

дq 

где (в соответствии с ( 1)) надо положить 

-ШJП , - 1. ан _ . { 0 ан \ 1 

дqо qo=D дqо qo .... Q J 

Полученная rамилыонова система однозначно определяет 
движение исходной системы (с учетом отождествления q0---4jq0 \). 

В частности. движение при напряженной связл происходит 
при условии дН/дq01q0=0 О. 

2. Распространение канонического формализма на случай сие· 
тем с упругими отражениями позволяет поставить вопрос о приме­

нимости КАМ-теории (Колмогорова -Арнольда - Мозера). Ос­
новная трудность состоит в томt что получающиеся функции Га­
мильтона, вообще говоря, недифференцируемы на rиперповерхно· 
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стях q0=0 в фазовом пространстве. А. П. Иванов и А. П. Марке­
ев [19] на конкретном примере показали, что недифференцируе­
мость гамильтониана может не препятствовать применению :КАМ­
теории. С помощью приводимой ниже конструкции распространим 

этот вывод на более общие случаи. 
Основная идея состоит в сведении задачи об исследовании не­

гладкого гамильтонова фазового потока к исследованию соответ­
ст.вующего симплектического отображения последования, которое, 
как правило, оказывается гладким (бесконечно дифференцируе­
мым). Пусть М - гладкое многообразие. 

0-п редел е ни е 1. Подмногообразие ПсМ называется глад­
кой гиперповерхностью в М, если в окрестности П существует 
функция РЕС00, такая, что П={хЕМ:Р (х) =0} и dP отличен от 
нуля на П. 

Определение 2. Функция Н: M-+-R называется кусочно­
гладкой на М, если Н непрерывна на М и существуют гладкие 
гиперповерхности П; = {Pj =О}, j = 1, .", k, такие, что 

k 

(а). функния Н является гладкой на множестве М~ U Пh; 
1 

(б) для любой точки ХЕ Пj1 j Е {1, ... k}, существует окреСТ­
НОСТЬ Их точки х в М, такая, что функцwя Н\и;t и в1и;-' 

где U.: = U х П { Р 1 >О) продолжаются до гладких (воз­
можно, различных) функций на Иr. 

3 ад а ч а. Показать, что функция f:R-э-- R, f (х) = lx1, является 
кусочно-гладкой на R, а функция f (х) =xsin (х-1!) таковой не яв­
о11яется. 

Оп р еде л е ·Ни е 3. Два подмногообразия N1, N2c:.M пересека­
ются трансверсально, если в любой точке xEN1ПN2 прямая сумма 
касательных пространств Т х N 1 Т х N 2 совпадает с Т х М. 

Скажем, что векторное поле v на М трансверсально многооб­
разию N сМ, если в любой точке xEN вектор v (х) не лежит в 
касательной плоскости Т х N. 

3. Отождествим гладкое 2п-мерное м'Ногообразие с фазовым 
пространством механической системы. Пусть ro=dQ - невырож­
денная замкнутая 2-форма (точная симпликтическая структура) 
на М, а Н:М--+ R - кусочно-гладкая функция. Вне поверхностей 
Пi функция Н задает гладкое гамильтоново векторное поле 
sgrad Н, удовлетворяющее равенству 

dll( · ) - оо( • , sgrad Н). 

Напомним, что в канонических локальных координатах 
(р, q) на М форма ro принимает вид dp/\dq, а поле sgrad Н = 
-= (-дНlдq, дН/др). Уравнения Гамильтона х = sgradH порож­
дают однопараметричесхую группу диффеоморфизмов много­
обра: ия М (сохраняющих снмплектичес1{ую струнтуру w) -фа-
зовый поток gt. 



Лемм а. Пусть поверхности П1 трансверсально пересекаются 
с уровнем энергии {Н =h}c:.M; D 1 и D2 - две связные (2n-2) -
мерные области в пересечении {Н =h{П(UП1), такие, что: 

(а) D1ПD2=S2'5; 
"(б) векторное поле sgrad Н трансверсально обеим областям; 
(в) фазовый поток g~ индуцирует отображение последования 

G :D1 ~ D2, причем фазовые траектории не пересекаются 

с поверхностями Пz вне областей D1 и D2. 
Тогда 
i) ограниченния формы @на области D1 и D2 невырождены~· 

ii) отображение G - гладкое; 

iii) отображение G является локальным диффеоморфизмом; 
iv) диффеоморфизм G является точны.Л<t симплектическим, т. е. 

для любого за.мкнутого контура у с: D1 выполняется равенство 

ФQ -фQ. 
'У Gy 

До к аз ат ель ст в о. 
i) Пусть D - одна из областей D1, D2• Предположим, что v­

касательный вектор к поверхности D в точке XED - является ан­
нулятором формы @ln, т. е. @ (u, v) =0 для любого UET xD. 

Вектор w=sgradx Н является аннулятором фор1мы @ 1 {Н = h}. 
Это !;1Ытекает из формулы ro (u, sgradH) gradH (u) =О для ·любого 
касательного векторного поля u на Mh. Если v=#=O, то в силу усло­
вия трансверсальности пересечения уровня энергии с поверхностя­

ми П~ векторы w и v линейно независимы. Так как ro (v, w) =0, то 
вектор v также является аннулятором формы @! {Н =li}. Следова· 
тельно, коооорогональное дополнение к касательной (2п-1 )-мер­
ной плоскости в точке х к уровню энергии {Н =h} в 2п-мерном 
симплектическом пространстве Т хМ по крайней мере двумерно, 
чего не может быть. Таким образом, v=O и форма roln невырож­
дена. 

ii) В силу условия (в) леммы существует непрерывная 
функция f: D1 --'). R, такая, ч-10 выполняется соотношенне G(x1) == 
::с gf}/•1( х1) Е D1, Х1 Е 0 1, причем точки вида g~(X1 ), О< t < f(x1), 

лежат вне поверхностей П1. 
Функция f удовлетворяет уравнению 

(2) 

где Р2 - гладкая функция, определяющая гладкую гиперповерх· 
ность П1, внутри которой лежит область D2• Производная 

.!_ P'},(gf(x)) = dP2 sgrad fl 
дf 

отлична от нуля в силу следующей из б) трансверсальности поля 
sgradH поверхности {Р2 =0}. Таким образом, по теореме о неяв­
ной функции из уравнения (2) можно найти f1 причем функция f 
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будет гладкой. Но тогда отображение G (:х) ==g~x) Jx) :D1--+- D2 
-также является гладким, что и требовалось доказать. 

iii) Для любого х1 Е D1 имеем G(x1) =g'ft1)(x1), следовате льна, 

dG(x 1) = d(gt0)(x1) + sgrad H(G(x1)) ·d/(x1), t0=f(x1). 

Пусть s=l=O - касательный вектор к поверхности D1 в точке 
х 1 . В силу предложения (б) векторы s и sgradH (х1) линейно не­
зависимы. Поскольку отображение dx(gt) невырожденно, оно пе· 
реведет эти векторы в .пинейно независимые, причем ~--+- ~ 1 =;60, 
sgradH (х 1 ) __,_ sgradH ( G (х1)). Образом вектора s при отображе­
нии dG яв·дяется вектор ~, + sgradH ( G (х1)) ·df (х1) ::FO. Следова­
тельно, отображение dG невырожденно и по теореме об обратной 
функции G-.1окальный диффеоморфизм. 

iv) Расс,мотрим «трубку», образованную фазовыми траектория· 
.ми уравнений Гамильтона, проходящими через точки замкнутой 
кривой 1cD1• Применим формулу Стокса к куску трубки, ограни· 
ченному кривыми "{ и G1: 

ф Q-s Q = J Q = .\ ro, 
У GY дI:; Е 

rде ~ - боковая поверхность трубки. 
Значение формы ro на любой паре векторов, касательных к 

трубке. равно нулю. Действительно, трубка лежит на уровне энер­
гии, касательные к ней плоскости двумерны и содержат аннуля· 
тор sgradH. Следовательно, 

и 

Лемма доказана. 
4. След ст в и е 1. Пусть га.м,ильтониан Н и поверхности поте­

ри гладкости Пt={Pi=O} гладко зависят от параметра е: Н=Н•, 
П~=П~; при е =0 существует последовательность попарно непере­
секающихся (п-2)-мерных областей D1, "., Dmc{Нo=li}П (UП ~ ), 
таких, что каждая пара D1• D2; D2, D3; ."; Dm, D 1 удовлетворяет 
условиям ле1имы, причем G1, .", Gm - диффеоморфизмы. П редпо· 
ложам также, что отображение Gm 0 ." 0 G 1 :D 1 ~D1 интегрируемо и 
невырожденно, т. е. в некоторых координатах /, i:pmod2n на D 1 оно 
имеет вид 

1 _,,.. f, q:>--+ q:> + ro ( /); det ( д0/д!) =FO. 

Тогда при .малых в исходная гамильтонова система имеет инвари· 
антные п-мерные торы, близкие к инвариантным торам невозму­
щенной систе.иы, общая мера которых стремится к полной при 
€ -j>- о. 

Действительно, при малых s области D1 , ..• , Dm• немного 
деформируясь вместе с поверхностями П1. перейдут в области 
D~, ... , D~, попарно удовлетворяющие условиям леммы 
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(только отображение u:n, возможно, будет диффеоморфизмом 

D~ не на D1, а на некоторую область D1, такую, что разность 
~1 Е t: Е D1"-Di _ мaлa вместе с s). Сквозное отображение Gmc ... :>G1: 
: D1 -+ D1 является r ладким, точным симплентическим и близ­
ким к интегрируемому, т. е. в некоторых координатах /, (Р на 

D1 U Ь1 оно имеет вид 

/ ~ 1 вf(/, tp), <р-+ q> + w(/) + eg(I, q:). 

Таким образом, в силу теоремы об инвариантных торах точ­
ных симплектических отображений [49J преобразование G~0 ••• 

. . . oG~ имеет большое количество нерезонансных (n-1)-мерных 

торов. Фазовый поток исходных rамильтоновых уравнений 
превратит их в п-мерные инвариантные торы возмущенной 
системы. 

Отметим, что эти торы, вообще говоря, не являются гладкими, 
причем гладкость теряется в точках их пересечения с поверхностя­

ми Di (см. рис. 51). 
5. Следствие 2. Известно, что эллиптическ1~е периодические 

траектории общего положения в гладкой гамильтоновой системе с 
двумя степенями свободы являются орбитально устойчивыми на: 
уровне энергии [ЗJ. Этот же результат остается верным и в случае 
кусочно-гладких гамильтонианов, если дополнительно потребовать, 
чтобы периодическая траектория трансверсально пересекала по~ 
верхности потери гладкости (что, кстати сказать, тоже является 
условием общего положения). В случае трех и более степеней 
свободы приходится говорить об орбитальной устойчивости для 
большинства начальных условий. 

В самом деле, ра,ссмотрим отображения последования 
G{Di~Dj+t где D1-малая окрестность ПjП{Н = h} точки пересе­
чения периодической траектории с этой поверхностью (считая, что 
поверхности Пj пронумерованы в надлежащем поряде). При этом 
периодической траектории соответствует неподвижная точка глад­
кого точного симплектического диффеоморфизма Gm ... -=G 1 :D1 -

/"' 
,/ \ 

/ \ 

Рис. 51 Рис. 52 
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-+ D 1• Таким образом, утверждение следствия 2 следует из изве­
стного результата, касающегося неподвижных точек симплектичес­

ких диффеоморфизмов. 
6. В качестве примера рассмотрим биллиард в евклидовом 

цилиндре 

С,_= {х, <pmod2~:t:/1(<p) х ~ sf2(qi)J. 

Как обычно, считаем, что в области Се\дСе траектории являются 
геодезическими в естественной метрике dx2 + d<p2

, а закон отраже­
ния от границы ас - упругий (см. рис. 52). 
Предложение 1. При малых в биллиард в цилиндре С~ об~ 

ладает большиА~ количествож квазипериодических траекторий, 
близких к траекториям интегрируемого бuллиарда внутри С0• 

Следуя конструкции работы [ 19), изложенной в п. 1, сопо­
ставим биллиарду rамилыонову систем у с 1<усочно-r ладким 
гамильтонианом н" следующим образом. В качестве конфиrу­
рационного пространства возьмем тор Т1 • склеенный из двух 
9I<ЗеМПЛЯрОВ с: ЦИЛИНдра С._, причем "верхний" ("НИЖНИЙ") 
нрай цилиндра с+ приклеивается к ,, верхнему" с, нижнему") 
краю цилиндра С-. В качестве локальных координат, задаю­
щих на Т2 структуру гладкого м ноrообраэия, в окрестнос1и 
любой точки, лежащей в с+~ас+ (С-'-,дС-), можно взять коор­
динаты х, q>; а в малой окрестности на И, пересекающейся с 

множеством ... дС±, такими ноординатами являются х, ~. rде !xl= 
=у и у, .:р - полуrеодезические координаты на множестве 

И П C+(U П с-). 
Подмноrообразие ас+ =ас- с Т1 • очевидно, является r лад­

ким и в некоторых "глобальных" координатах (i, 'Ф) mod 21't, на 
1 2 имеет вид {(z, 'Ф) ET2 :z=0 или z-1't}. Введем фазовое прост­
ранство этой системы 

-'~l={(pz, РФ' Z, ф):(рz, P,)ER2
, (z, ф)ЕТ2}. 

Гамильтониан совпадает с кинетической энергией. Он является 
кусочно-гладкой функцией на всем фазовом пространстве и 
принадлежит классу С00 вне множества П0 U Пп, где 
По= {(pz, ру, Z, 'Ф) Ем: Z= О}, п1t = {(pz, P.},;J z, 'Ф) Ем: z = 7i:}. 

При е=О можно считать, что координаты (z, 'Ф) совпадают 
с координатами (х, <р), причем С+={(х, <Р)ЕТз: O~x-<:1't}, с-= 
-Нх, <Р)ЕТ 2 : -7t<x<O} й диффеоморфизмы т.±:С0 -)>G± имеют 
вид 7t±(x, <Р) = ( ±х, <р) (см. рис. 53). 

1 
Гамильтониан 110 = 

2 
(Р: + р;) аналитичен на М. Проверим 

выполнение условий следствия 1. 
Рассмотрим области 

Do = (Пo"-{Px=O})n{Ho=h}, Dп ==(Пп"-lРх=О})П{Н0 =hJ. 
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х=О 

х=- ±11: 

Рис. 53 Рис. 54 

Очевидно, что указанные пересечения трансверсальны и гамильто­
ново векторное поле sgradH0 = (О, О, Рх, Pw) трансверсально дву­
мерным поверхностям D0, Dn. В качестве координат на Do и D:rc 
можно взять pqi и ер. Фазовый поток индуцирует отображения 
G1:Do ~ Dn и G2:Dл ~ Do, которые в координатах pqi, ер выглядят 
следующим образом: 

Gt(Pr.p' <p)-=(pt.p, cv+тcpq>(2h-p;)- 1 12 ), i=1, :?. 

Следовательно, отображение G2 oG 1 имеет вид 

02 о G1(рф, ср)=(р'{', <p+2тcpr.p(2h-p;)-tt2 ). 

Оно интегрируемо, невырожденно, и переменные pqi, <р являются 
для него переменными дейст-вие-уr,ол. Таким образом заключение 
предложения вытекает из следствия 1. 

ДОБАВЛЕНИЕ 2. О СВЯЗИ ДИНАМИЧЕСКИХ И 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СВОЯСТВ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ТРАЕКТОРИЯ 

Оказывается, теорема 2 гл. 2 является дискретным аналогом 
некоторой общей теоремы, связывающей мультипликаторы перио­
дической траектории уравнений Лагра1нжа (в частности, уравне­
ний геодезических) со свойствами соответствующей критической 
точки функционала действия. 

Чтобы проиллюстрировать связь билл.иарда с задачей о геоде­
зических на римановом многообразии, рассмотрим гладкую замк­
нутую двумерную поверхность в Rз и будем деформировать ее 
так, чтобы она оставалась гладкой и стремилась к плоской обла­
сти .(ер. с [42, гл. 6J). Тогда геодезические на поверхности будут 
стре:миться к траекториям соответствующего биллиарда. Замкну­
тая геодезическая на поверхности перейдет в периодическую тра· 
екторию биллиарда, имеющую тот же индекс Морса ·и четное ко­
личество звеньев (см. рис. 54). 

Естественно ожидать, что и тип (эллиптический, гиперболи­
ческий) при предельном переходе в типичном случае не изменится. 

Однако следует отметить, что эти соображения имеют эврис-
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тический ха.рактер. Осуществить предложенный Б~иркгофом пре­
дельный переход, по·видимому, непросто. Во всяком случае, в ли­
-тературе на этот счет нет строгих доказательств. К.роме того, 
факты сохра,няемости при предельном переходе индекса Морса и 
типа периодического решения также требуют аккуратных доказа­
тельств. Описанная связь между задачами о биллиарде и о геоде­
зических на римановом .многообразии может служить лишь клю­
чом к пониманию более глубоких результатов. 

1. Известно, что динамика гамильтоновых систем (в том чис.1е 
систем с упругими отражениями) подчиняется вариационным прин­
ципам. В связи с этим обстоятельством характеристики периоди­
ческих траекторий гамильтоновых систем можно разбить на два 
класса: динамические и геометрические. Первые определяются 
отображен•ием Пуанкаре, соответствующим данному периодичес­
кому решению уравнений движения. К ним относятся величины 
характеристических показателей, свойства невырожденности (по 
Пуанкаре) и орбитальной устойчивости. Вторые являются характе­
ристиками периодической траектории как критической точки функ­
ционала действия. К ним относятся индекс Морса, невырожден­
ность по Морсу, а также введенный ниже определитель Хилла. 

А. Пуанкаре впервые обратил внимание на связь орбитальной 
устойчивости замкнутой геодезической на римановом многообра­
зии со свойствами соответствующей критической точки функциона­
ла действия. Им доказано, что невырожденная замкнутая геоде­
зическая локально минимальной длины на двумерном ориентиру­
емом римановом многообразии гиперболична, следовательно, неус­
тойчива [66]. В дальнейшем усилиями ряда авторов этот резу.11ьтат 
был обобщен. Оказывается, индекс Морса невырожденной э.1.1ип­
тической замкнутой геодезической на двумерном римановом мно­
гообразии нечетный, если геодезическая ориентируема, и четный -
в противном с.ТJучае (см., например, [60}). 

С учетом отмеченног,о выше эвристического предельного пере­
хода из этого утверждения получаем следующий результат для 
биллиарда Биркгофа: индекс Морса невырождеш·1ой эллиптичес-

u " ... 

кои четно-звеннои пери:одическои траектории с упругими отраже-

ниями всегда нечетный. В главе 2 этот результат получен как с,тrед­
ствие теоремы 2. 

С другой стороны, в классическом мемуаре Дж. Хилла получе­
на замечательная формула, устанавливающая в частном с.1учае 
rамильтоновых систем с полутора степенями свободы связь между 
геометрическими и динамическими характеристиками периодичес­

кого решения. Теория Хилла изложена в § 4 rл. 3. Оказывается, 
результаты Хилла допускают обобщение на многомерный случай, 
причем теорема 2 из второй главы оказывается их дискретным 
аналогом. Многомерное обобщение формулы Хилла было найдено 
в работе [36] с использованием метода конечномерной аппроксима­
ции (в духе теории Морса). Ниже излагается вариант обобщен­
ной теории Хилла, предложенный С. В. Болотиным [8J. 
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2. Пусть гладкое п-мерное многообразие М является простран­
ством положений механической системы с п степенями свободы. 
Функция Лагранжа L определена на расширенном фазовом прост­
ранстве Т М XR.. Она считается гладкой, строго выпуклой по ско· 
ростям и ,;-'периодической по времени. Согласно принципу Гамиль­
тона т-периодические траектории соответ·ствующей лагранжевой 
системы совпадают с критическими точками функционала дейст­
вия 

1: 

S ( 1) '*= S L ( 1, r, t ) dt 
о 

на множестве ,;-периодических кривых у:[О, -с]--1--М, "((О)=у(-с). 
Для любого значения t mod 't второй дифференциал функ­

ции Лагранжа по скорости является положительно определен­
ной квадратичной формой и определяет скалярное .произведе· 

ние (,) на касательном пространстве Т Ytt)M. Пусть ~ - ковари­

антная производная векторного поля ;(i) Е Ty(t>M вдоль "(, со-
гласованная с метрикой: (s, 11" =( ~, 11) +(s. ~). Вторая вариа­
ция функционала S в критической точке 1 является квадра­
тичной формой на множестве гладних 't-периодических вектор­
ных полей s вдоль у: 

1: 

o1SI-,(~) =- S [ ( ~(t), ~(t)) +2(W(t)~(t), ~(t)) + ( V(t), S(t), ~(t))] dt, 
о 

где 1', W- линейные операторы в Т У<оМ, причем можно счи­
тать, что оператор V самосопряжен: V(t)= V*(t). Квадратичной 
форме 82Sly сопоставим билинейную форму h, такую, что 
82Sl)'(s)-h(s. s). Интегрированием по частям ее можно пред­
ставить в следующем виде: 

1:' 

n(s, 11> == \[<vs(t), v11(t))+(V(t);(t), 11(t))]at. (1) 
о 

где vs=~ +-1 
(W-W*)s, а 

2 

кий линейный оператор. Так 
оператор v кососимметричен 

произведению 

~ 

1 ( • . *) V- - W + W - симметричес· 
2 

нак (V~. 11) + (~, vч) =- (~, 11)'. то 
по отношению к сналярному 

<s, 11> == \ < ;(t), ч(t))dt. 
" 
о 

Поэтому уравнение в вариациях траектории у имеет вид 

- v2~(t) + V( t)s(t) - о. 
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Продолжим билинейную форму h до эрмитовой формы 
h(~, ~) на пространстве Х комплексных "С-периодических абсо­
..пютно непрерывных векторных полей 6 вдоль т. таких, что 

с <s, s>< оо. <З> 

Определим на Х структуру гильбертова пространства, по-
- -

Jiагая <s. 11>'="-<v;, v11>+<s. 11>. Тогда 
h(;, •1) =- <vs. v11> + <Иs, 11> =- <Н~, 11>v. 

rде Н ;::а (-v2+E)-1(-v2+U)" Е + (-v'+E)-1(U-E)- самосо­
пряженный оператор в Х. 

Из ограниченности оператора И-Е и обсуждаемой далее 
структуры спектра v леrко следует, что след Tr (Н-Е) коне" 
чен. Таким образом, оператор Н-Е - ядерный и. следова­
тельно, существует определитель det Н {69). Назовем его 
определителем Хилла траектории у. Беснонечная матрица Хил­
ла - матрица оператора Штурма -Лиувилля в некотором базисе. 

Следующее обобщение определителя Хилла также по су­
ществу имеется в работе Хилла (55). Для заданного комп­
лексного р, IPI" 1. пусть Хр- пространство комплексных абсо­
лютно непрерывных векторных полей ; вдоль 1; удоалетворя­
ющих (3) и таких, что s(t+-r) !!!!!!!! ps(t). Определим на Хр р-ин­
дексную форму [60J траектории 1 по формуле второй вариа" 
ции (1). Отождествим Х и Хр, сопоставляя векторному полю s Е Х векторное поле г~ts(t) из Хр, г .це µ.-'t- 1 ln р; О~ 't'-~ll < 21t. 
Получим эрмитову форму hP на Х, которая является обобщ~-
нием второй вариации и имеет вид 

( - ) ( !-Ч 11-t -) hr> s, 11 =- h е 61 е 11 = 

== <<v+tJ-E)s. <v+µ.E>11> + <Vs, ~> = <Нр~, ч>\"", 
rде 

Hp=-(-v'+E)-:-1(-(v !iE)'+U) (4) 

- ограниченный опе,ратор в Х. В дальнейшем считаем, что р мо· 
жет принимать произвольные комплексные значения. Хотя при 
р 1 оператор НР неядерный, можно определить detHP с помощью 
конечномерной аппроксимации (см. формулу (6) ниже). 

Те о р е м а 1. Пусть Р - оператор монодромии уравнения в 
вариациях (2) (линейное отображение Пуанкаре периодической 
траектории "{), Q - оператор монодромии уравнения параллельно­
го переноса Vs(t) =0, а а=+ 1 в зависимости от того1 сохраняет 
или обращает ориентацию траектория "f • Тогда определитель Нр 
выражается через характеристический полином det (рЕ-Р) траек­
тории ·r: 

det НР = cr(-t)n еп-r: det (,Е-Р) 
pndetl (e-.:E-Q) 

(5) 
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Так как Q - ортогональный оператор, знаменате~11ь в (5) не 
обращается в нуль. При р= 1 формула (5) выражает определи­
тель Хи·лла det Н через det(E-P) (ер. с теоремой О г.1. 2). 

В одномерном случае (когда n= 1) о= 1, 

det (етЕ-Q) =е"'-1 и 

det(pE-P) = (р-1) 2 pdet(E-P). 

С учетом этих соотношений из (5) получаем формулу 

det Н = det Н- е... (p-J)
2 

Р (е "-1)' р 

эквивалентную формуле Хилла (4.6) из главы 3. Чтобы убедиться 
в этом, надо рассмотреть ортогональный базис функций 

{ехр (2int)} ~оо на окружности tmodл и представить в этом базисе 
операторы НР и Н. Проверка предоставляется читате~1ю в ка_честве 
упражнения. 

3. Отметим ряд следствий из теоремы 1. 
а) Пусть функция Лагранжа квадратична по скорости, не 

зависиt явно от времени и задает риманову метрику (,) на М. 
Тогда -r- замкнутая геодезическая. В этом случае 1 всегда 
имеет два единичных мультипликатора: det Н == det (Е-Р) =О. 
Пусть Н~ - ограничение оператора НР на инвариантное под-

пространство векторных полей s Е Х, ортогональных y(t) (( ~(t), 
§(t)) ::=О), Р0 - оператор монодромии, соответствующий огра­
ничению уравнения в вариациях (2) на множество векторных 

попей, ортогональных y(t), а Q0 - отображение параллель ног<>' 
переноса вокруг т венторов, ортогональных у(О). Тогда 

det но == о(-1 )11-1 e<rz-1 )•~det (рЕ-Ро) • 
Р p(n-i)t det-2(e-:E-QO) 

(6) 

Действительно, det 11 Р представляется в виде произведения 
detH~ и определителя D ограничения НР на множество век-

торных полей, параллельных y(t). Ограничим .лаrранжиан на 
двумерное пространство Tr с Т М и применим к полученной 
системе теорему 1. В левой части формулы (5) в этом случае· 
будет стоять определитель D. Таким образом, 

Но 

D :з: - е" р- 1 (р 1 ) 2 (е' - 1)-2
• 

det (рЕ-Р) = (р-1 ) 2det·(pE-PO), 

det (етЕ-Q) = ( е'-1) det( етЕ-QО). 

Что и требовалось доказать. 
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Отметим, что иоследование любой автономной натуральной: 
.1агранжевой системы в потенциальном ·силовом поле сводится к 

исследованию задачи о геодезических в метрике Якоби. 
б) О 'Пределен и е А. Периодическую траекторию лагранже­

вой системы (соответственно замкнутую геодезическую wa ри.иа­
новом многообразии) назовем невырожденной по Пуанкаре, если 
спектр матрицы Р (соответственно Р0) не содержит единицы. 
Определение В. Периодическую траекторию ( соответствен4 

но замкнутую геодезическую) назовем невырожденной по Морсу,. 
если определитель detH (соответственно detH0) отличен от нуля. 

Из формул (5), (6) легко следует, что невырожденность по 
Пуанкаре равносильна невырожденности по Морсу. 

в) Определим р~индекс indp"f периодической траектории (зам­
кнутой геодезической) "f как индекс эрмитовой формы hp. Индек· 
сом Морса 1 назовем, как обычно, величину ind1 =ind1i"f, которая: 
равна ко.пичеству отрицательных собственных значений оператора 
Н ,(или Но}. 

Пусть траектория "{ невырожденна. Тогда 

(-1 }tndP'\' =s sgn det 11 Р == а( - l)n sgn (p-n det (рЕ-Р)). 

В случае геодезической имеем 

(-1 )ind,:.·r = sgn det Н~ = а(-1 )"-1 sgn (рt-п det (рЕ-Р0)). 

Аргумент у sgn вещественный, поскольку характеристический по· 
.1ином возвратный. 

г) Пусть периодическая траектория (замкнутая геодезичес­
кая) невырожденна и а(-1 )1t+tnd·r <О, (u(-1 yi-1+tndy <О). Тог да 
в силу в) det (Е-Р) <О (det (Е~Р0) < 0). так что существует 
вещественный мультипликатор А> О (действительно, det (ЛЕ -
- Р) >О при больших вещественных Л >О). Поэтому траекто­
рия у орбита~ьно неустойчива. 

В частности, невырожденные замкнутые геодезические лока.1ь­
но мини.ма"1ьной длины на четномерном ориентируемом многооб· 
разии орбита.1ьно неустойчивы. 

д) Пусть 11 = l и 2~;-периодическая траектория 12 есть у, проi!­
денная дважды. Тогда если "{ 2 невырожденна, то траектория 1 име· 
ет гипербоv1ический (эллиптический) тип тогда и то.1ько тог да) 
когда indy2 четный (нечетный). 

В самом деле, мультипликаторы /,1 = Лz- 1 траектории у2 рав-

ны квадратам мультипликаторов траектории у.~Следовательно, 
rиперболичность у1 равносильна условиям вещественности и 
положительности величин Л1 , Л2 и.ли условию sgn ( det (Е-Р2))= 
= (-1)1+ind12 ==- - 1 (1 2 всеr да сохраняет ориентацию). Анало­
гично, эллиптичность у' равносильна условию (-1 )1+fndy 2 = 1. 
Остается воспользоваться тем, что 1 и у2 одновременно явля­
ются эллиптическими или гиперболическими. 

Соответствующее утверждение для геодезических выглядит 
следующим образом. Пусть 'У - замкнутая геодезическая на дву-
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мерном римановом многообразии. Если 12 невырожденна, то 'У име­
ет гиперболический (эллиптический) тип тогда и только тогда, 
когда ind12 четный (нечетный). 

4. Доказате.пьство теоремы 1 аналогично доказатедьству ре-
ву льтата Хилла [55}. _ 

Вещественный косоэрмитов оператор v =v-v* имеет ком­
пактную резольвенту (V +r-E)- 1• Ero спектр Л С iR совпадает 
с множеством характеристических показателей уравнения 
vs(t) =О, т. е. с множеством таких vEC. что det(ev-:: E-Q)=O. 
Если v ЕЛ, то -v и v+ro принадлежат Л, r де w =2tti/1'. 

Определим det НР с помощью конечномерной аппроксима-

ции 

det Н = lim det Р NH Р;.) 
Р N-oo Р 

(7) 

где Р N:X-+ Х ортогональная проекция на конечномерное соб· 
ственное .подпространство оператора V, отвечающее собственным 
значениям vЕЛ, таким, что lvl~N. 

Так как PNV=VP№ то в силу .(4) при µФЛ=.-Л имеем 

det нр == det (-(-v2 +E)-l(V+t..t.E)1) det (E-<v+r-E)-2U), (8) 

где конечномерная аппроксимация определителя f (µ) =det(E­
-( V + µE)-2 U) сходится абсолютно при µФА, поскольку оператор 
{V µE)-2 U - ядерный. Таким образом f - голоморфная функ­
ция на С\Л, имеющая в точках А полюсы кратности не больше; 
чем удвоенная кратность соответствующих точек спектра V [69]. 

Функция f периодична с периодом ю - 21ti/-c: f(p.+ro) = f( р.). 
Действительно, если ~ Е Х, то erot 6 Е Х и 

(E-(v+r-E)-2U)erots-= еЦ) 1 (Е-(v (µ.+ro)E)- 2U)6. 

Полюсы функции f содержатся среди полюсов det-2 (eP"rE -
- Q). Поэтому можно подобрать полином g(p) степени не вы~ 
ше 2п-1. такой, что функции f(p.) и g(p)det-2 (pE-QJlr:i = etJ--c 
имеют одинаковые r лавные части лорановского разложения в 

~<аждом полюсе. Так как f(µ)-+ 1 при Re р. __.. + оо или lrl-+ оо. то 
по теоре.ме Ш иувuлля 

/(1-1-) = 1 + g(p) det-2 (pE-Q)JP=-eµ:. (9) 

Второй определить в (8) сходится условно, но его :можно явно 
вычис.чить. По формуле (7) 

det(-(-v2 +E)- 1(v+µ.E)2)=lim П ("+µ)
2 

N-oo v € Л. _,,11_ l 
1v1.:s;N 

= li m ( -р. )k П (..,•;,....2 
)

1 = ( -1) k П ';•-,....:1 , 
N-oo 't' ел. '; -1 .., Е А ';1-1 

/v1.:s;N, iv>O 

rдЕ- k - кратность нуля в спектре V. Здесь пользуемся тем, что 
Л=-Л. 
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Из вида спектра оператора V следует, что последнее произве­
дение сходится абсолютно. Для его вычисления воспользуемся 
форму.1ой (см. [13]): 

п (1-
n=-co 

EJ-
2 

) = ch fL't - ch \lc • 

('11 tt>n)1 1 - ch \11: 

Пусть р 1 , ... , р 11 - корни характеристического полинома 
det (рЕ -- Q); v1 == "С- 1 ln Р1. j = 1, ... , п. Тогда 

п ,,,_,,,,! п (i - /L: )(1 - ~)-I == 
v Е Л \1

1
- l v Е Л \1 " 

п h h п + -1 -1 
п с 1-'-::-с v}-c - п р р -pi-Pt 

ch -::-ch ·•1-с e-r:+e-'-1'1
1
·-p-

1
• 1 

i-l i-t г 

11. 

= en-:r-n п 
i=- 1 

в силу ,(8) и (9) 

-------"-- == en' р-п. п ~ -r j &:::1 
(P-PJ)(p -р/1) ( п р п )z 
(е'-р1)(е'-р/ 1 ) 1 e'-Pi 

_,,л, -n det2 (pE-Q) 
~~-- р . 

detl (e""E-Q) 

det НР - (-l)k e""'(det• (pE-Q)+g(p)) • 

р 11 det2 (e-r:E-Q) 

Таким образом, р" det НР является полиномом степени 2п от 
р со старшим коэффициентом (- l)ken-= det-2 (e'E-Q). 

Можно показать, что detHp=O тогда и только тогда, когда 
оператор Нр имеет ненулевое ядро. Ядро НР состоит из "С-перио­
дических векторных полей ~, таких, чrо (-v2 +U)eP·t;(t)=O. По­
этому корни полинома р11 det Hr; и характерис rического полино­
ма det (рЕ-Р) уравнения в вариациях (2) совпадают. Таким 
образом 

pn det Н Р == (-1 )" en-: det (рЕ-Р) . 
det2 (e-:E-Q) 

Заметим, что k - размерность подпространства, на котором 
ортогональный оператор Q тождествен, а а= (\-l)t, где l - раз­
мерность подпространства, на котором Q - отражение. Так как 
размерность n-k-l дополнительного подпространства четна, то 
формула .(5) доказана. 
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Кривизна гауссова 134 

- ГСО;JJ?ЗtIЧеская 134 

Лист Мебиуса 134 

Матрица Гессе 68 
- монодромни 84 

Пуанкаре 67 
.\r\ножество первой категории Бэра 
] 23, 128 

- второй категории Бэра 129 
,Чодель Ке.пьвина Фойrта 39 

- Максвелла 39 
- Пуанкаре 118 

,\\улыипликатор 71, 84 

Неравенство К.арно 21 



·Оператор восстановления 21 
- Штурма-Лиувилля 159 
- ядерный 159 

Определитель Хилла 169 
Отображение Пуанкаре 66 

Переменные действие-угол 51 
Периодическое решенИе вырожден~ 
·ное 71, 89 

гиперболическое 71, 88 
- невырожденное по Морсу 67, 

16 l 
невырожденное по Пуанкаре 

'37, 161 
- лаrаболическое 71, 89 

элюштнческое 71, 89 
Плоскость Лобачевского 108 
Полиномы Чебышева 77 
Поrерянные скорости 1 О 
Преобразование Гали.~1ея 8 

- /Iежандра 150 
Приведенная масса 10 
Принuип Гамильтона 16 

/\\опертюи 18 
- относительности 7 
- сныметрии Римана-Шварца 136 
- усреднения 51 

Проективная плоскость 142 
- двойственная 142 

Риманова поверхность 135 
Связь ~вусторонняя 13 

- односторонняя 13 
Сепаратрисы 132 
Симплектическая структура 151 
Скобка Пуассона 135 
·Софокусные коники 100 

Теорема Безу 142 
- Биркгофа 58 
- Гаусса-Бонне 134 

Карно первая 10 
- -вторая 10 
- -обобщенная 12 

Лиувилля 105, 146, 162 
- Понселе (малая) 102 

Пуанкаре 58 
Римана 136 

- Штифеля 30 
- Якоби - Шаля 105 

Теория КАМ 147 
- Люстерника-Шниредьмана 64 

Морса 60 

Удар 6 
- кратный 25 
-- неупругий 6 
- упругий 6 

Уравнение в вариациях 84 
- Хилла 86 

Условно-периодическое Jвижение 103 

Фазовый поток 151 
Формула Лиувилля - Остроградско­
го 88 

- Стокса 153 
- Эйлера 97 

Функция Дирака 87 
- Рэлея 42 

Цепочки Тоды 115 
- обобщенные 113 

Число оборотов 58 

Эйлерова характеристика 65 


